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RESUME :

On montrera comment se repérer dans [’espace et le temps et on définira vitesse et
accélération.

On fera ensuite la distinction entre repére et référentiel.

On étudiera les lois de composition des mouvements lors d’un changement de référentiel
dans le cas général et dans les cas particuliers le plus fréquemment utilisés. Cela paraitra
peut-étre aride mais ce sera fondamental pour le chapitre suivant. On en profitera pour
introduire la notion de pseudo-vecteur.

On définira les coordonnées polaires et les bases locales.

Enfin, Uon fera le lien entre la trajectoire, la vitesse et l’accélération et ’on introduira
labscisse curviligne, la courbure et le rayon de courbure.
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1 L’espace et le temps.

l.a L’espace.

En mécanique classique, on postule que I’espace peut étre décrit comme un espace affine
euclidien & trois dimensions sur I’ensemble des réels, dont les éléments sont appelés points
et notés par des majuscules romaines.

Par expérience, les notions sur les espaces affines sont un peu floues, mais au lieu de nous
lancer dans une définition ! hors de propos dans un cours de physique, contentons-nous de
rappeler les points essentiels pour la pratique qu’en font physiciens et géométres

A deux points A et B de l'espace affine, on associe un vecteur noté AB de I’'espace
vectoriel sous-jacent, appelé déplacement de A vers B et plus couramment vecteur AB. On
a les propriétés suivantes :

. . —_— —
— Aller de A & A, c’est ne pas bouger, donc quel que soit le point A, AA= 0
Aller de A a B puis de B a A revient a ne pas bouger donc quels que soient les points
— = —
Aet Bona AB+BA=0
— Silon vade A & B puis de B 4 C, on est ﬁnaleﬂent allé de A a C, donc quels que
— —_—
soient les points A, B et C, on a AB + BC' = AC, relation connue sous le nom de
relation de CHASLES.
— En choisissant un point particulier de ’espace affine appelé origine, couramment noté
point O, on établit une bijection entre I’espace affine et I’espace vectoriel en associant

& tout point M de l'un, le vecteur OM de I'autre, ce qui permet de définir les coor-
données du point M comme les composantes du vecteur O_]\j sur la base de I'espace
vectoriel. Elles sont notées traditionnellement x, y et z et appelées respectivement
abscisse, ordonnée et cote. Le vecteur 6?\_)4 est appelé vecteur position.

— En conséquence de quoi, si les coordonnées d’un point A, identiques aux composantes
de O—1>4, sont (x4,yA,z24), celles de B (comme celles de O—B>) sont (xp,yB, 2B), alors
les composantes de AB = A0+ OB = OB — OA sont (B — XA, YB — YA, 2B — 24),
ce qui relie les composantes de AB aux coordonnées de A et B.

Pour résumer de fagon parlante, un espace affine, c’est un espace vectoriel avec une

origine. En fait, vous avez parfaitement la maitrise de tout cela et vous manipulez les
espaces affines comme M. Jourdain faisait de la prose.

Le fait que l'espace vectoriel sous-jacent soit euclidien permet de définir le produit
scalaire de déplacements et surtout la norme d’un déplacement. A partir de la, on définira

1. A est un espace affine associé a 'espace vectoriel £, s’il existe une application ¢ de A x A sur & telle
que :
i) VAe A VBe A VCeA »(A,B) + ¢(B,C) = ¢(A,C)
i)VAe A VVe€& 3IBleA p(A,B)=V
Du point i), avec A= B on tire: VA€ A p(A, A) =0¢
etavecC=Aontire:VAe A VBe A o(B,A) = —¢(A, B)
Du point ii) avec O € A, on tire que Papplication fo de A dans £ définie par :
VM e A fo(M)= (O, M) est une bijection.



la distance? d(A, B) entre deux points A et B de l'espace affine par d(A, B) = HA—B>H

Bien stir, on choisira systématiquement, dans I’espace vectoriel, une base orthonormée
. . .. R — o= — — . 3
de trois vecteurs notés traditionnellement soit e, e, et e, soit u,, uy et uz, soit encore
(c’est plus récent) X, ¥ et z. Dans ce cours, on utilisera la premiére version.

Le choix de cette base vectorielle et d’une origine O de ’espace affine définit un repére.

1.b Le temps.

En mécanique classique, on postule que le temps peut étre décrit comme un espace
affine euclidien & une dimension sur l’ensemble des réels, dont les éléments sont appelés
instants ou dates. A un couple de deux instants, on associe un vecteur de R (considéré
comme espace vectoriel & une dimension), appelé durée ou intervalle de temps.

On choisit un instant initial, noté traditionnellement « instant ¢ = 0 », tout instant
sera repéré par la durée écoulée depuis l'instant initial, un nombre réel donc, noté ¢t. Et la
durée écoulée entre un instant ¢1 et un instant to est to — t1.

On postule aussi que le temps ne peut étre parcouru, a la différence de I’espace que dans
un seul sens, le sens croissant, c’est la célébre « fleche du temps ». Quelque désagréable
que cela puisse étre psychologiquement 4, sans cela pas de causalité possible, car la cause
précede effet, donc pas de physique.

Il est dés lors impossible de comparer de visu les durées de deux expériences menées
a des dates différentes. On doit donc admettre et postuler que des expériences de mémes
conditions initiales ont la méme durée, ce qui permettra de gérer la physique par des
équations différentielles dont la variable est le temps. Ce postulat donne donc le seul moyen
de mesurer le temps : trouver un dispositif avec un fonctionnement cyclique de sorte qu’a
la fin d’un cycle, on soit revenu dans les mémes conditions et donc que chaque cycle a la
méme durée qui pourra servir d’'unité de temps.

2 Vitesse et accélération.

Imaginons un point M mobile.

Stop! Ce qui précéde n’a aucun sens! Un point tout seul, au milieu de nulle part,
comment peut-on savoir s’il est mobile? On ne peut se déplacer que par rapport a ce qui
nous entoure, par rapport & un décor en somme; tout déplacement est relatif. Le décor

2. Il est aisé de vérifier que c’est une distance au sens mathématique du terme, c’est & dire que l'on a
d(A,A) =0, d(A,B) = d(B,A) et d(A,C) < d(A, B) + d(B,C) (inégalité triangulaire) ; c’est une simple
conséquence des propriétés de la norme dans ’espace vectoriel.

3. Ca permet d’éviter de payer un typographe de haut niveau, car c’est plus facile a réaliser.

4. « Ou donc, ou donc, avez-vous fui, jours dorés de ma jeunesse? » (Alexandre POUCHKINE dans
Eugéne Onéguine).



du mouvement sera remplacé par I’abstraction d’un repére qui lui est solidaire. Reprenons
donc.

Imaginons un point mobile M par rapport a un repére Oxyz, noté par la lettre R dans
ce qui suit. Ses coordonnées dépendent donc du temps, notons-les x(t), y(t) et z(t).

On appelle vitesse de M par rapport au repére R (ou dans le repére R), la dérivée

temporelle du vecteur position OM, en considérant que les vecteurs de la base du repére
sont indépendants du temps. On note ainsi cette vitesse : ¥ Mm/r(t). On a donc :

—
dOM d
Ve (t) = % & [z(t) &z + y(t) ex + =(t) €]

— - de _, dy . dz
Var(t) = = éx — e,

+ —e; +
dt dt ¥ de
On utilisera la notation trés répandue de la dérivée temporelle d’une fonction par un
point suscrit (& pour %). En allégeant un peu la notation de la vitesse et en mentionnant
la notation vectorielle (en indiquant le repére en indice), on écrit donc :

T
VM/R=TE +Yey+ze,= |y
z Oxyz

On appelle accélération de M par rapport au repére R (ou dans le repére R), la dérivée
e
temporelle seconde du vecteur position OM, en considérant que les vecteurs de la base du
N . 2 . . 212 . — —
repére sont indépendants du temps. On note ainsi cette accélération @ pr/g ou 7 pr/r. On
note la dérivée seconde temporelle par deux points, soit un tréma. Donc :

— d?’OM d? — — —
ayyr(t) = @ex—l—@ey—i—@ez =Te,+ije, +Ze; = ;z
Ozyz

Le chapitre qui suit (B-II Dynamique du point) montrera que la dynamique n’a besoin
que des dérivées temporelles premiére et seconde.

3 Repéres et référentiels.

3.a Changement de repére.

Rien de bien original & dire sur les changements de repére de ’espace & un instant
donné, cela reléve de 'analyse vectorielle avec une petite complication pour un espace

6



affine. Rappelons briévement.

. . N .. . — — —
Soit un premier repére d’origine O et de vecteurs unitaires e, e, et e; et un second
d’origine O’ et de vecteurs unitaires e,, e, et e. Pour tout point M de 'espace de
coordonnées (z,y, z) dans le premier repére et (z/,y,2") dans le second, I'on peut écrire,
en appelant (zor, Yor, zo7) les coordonnées de O’ dans le premier repére, (agz, Gyg, Azy) les
— . N — —
composantes de e, dans la base du premier repére (et analogues pour e, et e.7) :

N — ——
OM =00 +0'M

— — — — — — /] —> /] — /] —
Textyeytze, =20 €+ Yoy +20€;+T ey +Y ey + 2 e,y

ce qui conduit aisément, on vous fait grace des calculs, au résultat suivant mis sous forme
vectorielle :

/

x o Qry Qry QAxz €
_ /
Yy = | Yo + | ayz ayy ay: Yy
/
Owyz 0l Owyz Az Qzy Qzz z Oxly' '

ce qui fait apparaitre une matrice de passage dont il faut retenir la propriété essentielle
avec deux bases orthonormées, car elle simplifie les calculs, que son inverse (qui apparait
dans ’expression de coordonnées dans le second référentiel en fonction de celles dans le
premier) est sa transposée. Appliquons cette propriété en multipliant la relation précédente
& gauche par la matrice inverse :

Org  Qyz  Qzg x Qry Oy CAzx o x
_ /
Ay Qyy Oz Y = | azy ayy Gz Yo + 1y
/
Orz  Qyz Gzz Oxyz Qrz Qyy Qzz 0! Oxyz < Ox'y' 2!

—
ot le premier terme du second membre réalise le changement de base pour le vecteur OO’
et donne donc, au signe pres, les coordonnées de O dans le second repére, c’est un moyen
de les calculer; on peut donc réécrire :

/ /

T LUO Ay ayx Ay x
/ _ /
Yy =1 Y% + | Qzy Qyy G2 Yy
/ /
Ox'y' ' ZO Ox'y' 2! Qg2 ayz Qzzy z Ozyz

résultat attendu car parfaitement symétrique de ’autre.

Pour le temps, puisque ’espace vectoriel sous-jacent est & une dimension et donc le
vecteur unitaire dans le sens de la fléche du temps est unique, on ne peut changer que
l'origine, ce qui est & la portée d’un enfant de cinq ans®

5. « Un enfant de cinq ans comprendrait cela. Allez me chercher un enfant de cinq ans!» Groucho
MARX dans La Soupe au Canard



3.b Changement de repére indépendant du temps. Référentiel.

Soit un repére R = Oxyz et un second repére R’ = Oz'y’%’ fixe par rapport au premier,
c’est a dire que O’ a une vitesse nulle par rapport a R et que les vecteurs de R’ ont des
composantes dans R fixes, donc que la matrice de passage entre les deux bases vectorielles
est indépendante du temps.

Imaginons un point M mobile par rapport aux deux repéres, de coordonnées (z,y, 2)
dans R et (2/,y/,2") dans R’. Ses vitesses par rapport aux deux repéres sont :

Vg T
Var = | Uy =xextye,+ze, = |y
Y=/ r /R
! .
Ux/ ZL'/
—>/ _ / = N Y ./
Umre = | Yy =T ey tyesrt+zesr=|\y
/ s/
V) 2 ) g

Dérivons maintenant, par rapport au temps, la relation qui lie (z,v, 2) et (z/,y,2’) en
tenant compte que la matrice de passage est invariable ainsi que les coordonnées de O’ dans
R, on y désignera par (7 M /R)R la vitesse par rapport & R exprimée par ses composantes
dans la base de R et autres notations analogues.

x o Agg  Qzy Qgz x
_ /
Y = | Yo + | ayz Qyy Gy Yy
/
) R 20"} R Qzy  Qzy Gzz Z ) R
. )
x Qgy Ay Qgz €T Opy Qgy Grz
— _ . _ ./ o 7,
(U M/R)R =1Y = | Gy Qyy Gyz Yy = | Gyz Qyy Ayz M/R' ) o,
. i
) r Azy Qzy QAzz 2 ) m Qzry  Qzy Qzz

Or (7'M /R/)R” multiplié & gauche par la matrice de passage donne les composantes

de la vitesse par rapport & R’ par ses composantes dans R, d’oil :
— -/
(v M/R)R = ( v M/’R/)R

Les deux vecteurs ayant les mémes composantes dans la méme base sont égaux. On
s’apercoit ainsi que les deux vitesses par rapport au deux repéres sont égales et bien sir,
il en est de méme pour les deux accélérations, donc que remplacer un repére par un autre,
par rapport auquel il est immobile, ne change rien aux vitesses ni aux accélérations, donc
que les deux repéres sont équivalents en ce qui concerne la cinématique.

Cela aura pour conséquence que deux repéres fixes I'un par rapport a 'autre sont par-
faitement équivalents. Un ensemble des repéres fixes I'un par rapport a ’autre ne définira
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fondamentalement qu’une unique fagon de définir un méme «décor» par rapport on étudie
le déplacement d'un point M. Cet ensemble® sera appelé référentiel et sera en pratique
décrit par I'un quelconque de ses repéres-éléments.

4 Composition des vitesses, des accélérations et des rota-
tions.

4.a Vecteur rotation d’un référentiel par rapport & un autre.
e Vecteur rotation.

Soit un référentiel R = O'z'y’2’, que 'on appellera par la suite référentiel relatif, en
mouvement par rapport au référentiel R = Ozyz, que 'on appellera par la suite référentiel
absolu.

Nous aurons besoin pour la suite de la dérivée temporelle des vecteurs unitaires de R’
considérés dans leur mouvement par rapport & R (par rapport a R’, ce serait stupide car
ils y sont fixes! Inutile donc de noter R en indice.); ces dérivées seront données par leur
composantes dans la base vectorielle orthonormée de R’, car c’est ce qui permettra de dire
des choses intéressantes, notons donc :

—
dex’ — — —
= Wyg €y + Wyz €y + Weg €y
dt
—
dey’ — — —
qp = Way Cal T Wyy Ey T Wy Cy
de2
€z — — —
= Wgz €y + Wyz €y + Wiz €y
dt
— g s — - — de,s
T / unitalr 11 1T = 11 rivan IT T u /. /:0‘
Or ey est taire, donc e52 = 1 et, en dérivant par rapport au temps, 2 e, 1 ;

. . . a . . — 2 .
en multipliant la premiére des expressions ci-dessus par e,r, on en déduit que wy; = 0 et
de méme wy, = 0 et w,, = 0.

— — — — P

Or e, et e, sont orthogonaux donc e, - e,/ = 0 et, en dérivant par rapport au temps,

de,; — | — deg o . . N
7 €y t ez -~ = 0, et en utilisant les expressions ci-dessus, wy, + wzy = 0 et de méme
Wag +Wez = 0 et wy, +w.y = 0. On peut donc noter 0 = w,y = —wy, Qo = Wz = —Wzy

6. On appelle en mathématique relation d’équivalence un relation binaire, notée par exemple =, telle
que :
)Vaa=a,il) VaVb(a=b) = (b=a) et iil) VaVbVc (a=betb=c) = (b=c)
et l'on appelle classe d’équivalence de a, notée @, I’ensemble a = {z|z = a}
Un réferentiel est une classe d’équivalence de la relation « étre fixe par rapport a » entre repéres.



et {13 = wy, = —wyy et les relations précédentes se réécrivent ainsi :

( de—>
! — —
dt = Qg €y — Qg €y
de,
di =My — Qzey
de.z’> — —
dt = QQ €yt — Ql €y

.
Soit un vecteur V constant dans un référentiel relatif R' = O’z'y/2’ et projetons-le

—
ainsi V =V ey + Vi e—y:) + V. e,. Sa dérivée par rapport au référentiel relatif est bien str
nulle, sa dérivée par rapport au référentiel absolu, est, en terminant le calcul sous forme

matricielle : _
dv dey/ de, dey
S VO T A T
dt dt dt dt
R
dv
| =V ey —Qoe) +Vy (nes —Qe) + Vo (Qoey — Qéy)
7 DoV, — Q3 V,
dv z Y
? = | Q3 Vi — Q1 Vo
R Ql Vy/ — QQ Vx/
7 0 —Q3 Q9 Vi 0 —Q3 Oy
dVv
=l =% o ()= o - (V)
R —Qg Ql 0 Vyl —QQ Ql 0
Remarque : ceci est valable pour les vecteurs de la base relative, par exemple :
a4 0 —-Q3 Q 1 0
d; = Q3 0 - 0 =1 Q | =Q3ey — Qe
R —Qs 0 0 —Q9

qui est bien la notation dont on est parti.

Nous avons donc fait apparaitre une matrice antisymétrique qui lie un vecteur fixe dans
le référentiel relatif et sa dérivée dans le référentiel absolu. Ce n’est pas trés difficile mais
lourd & manipuler et encombrant & I’écriture.

—
Or sur R, on définit le produit vectoriel ” de deux vecteurs @ et b par :

g by ay b, —a; by

— — e
a =|a,b; —agb,

ANb=1lay | A]|by
az b, axby_aybx

7. Les principales propriétés du produit vectoriel sont les suivantes :
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On peut donc écrire formellement, ce qui remplace avantageusement la notation matri-
cielle :

d‘-/ Qo V, — Qg Vy/ 04 Vi N
a = Q3 Vy — 1 Ve | = Q] A ‘/y/ =QAV
R Ql V;,,/ — QQ Vx/ Qg Vz/

i - — — — . .
Par définition, le vecteur € = Qq e, +82 e,y + 3 €7 est appelé vecteur rotation (parce
que les vecteurs de la base changent de direction) de R’ par rapport & R. Notons qu’il
dépend a priori du temps.

= - =
Pour un vecteur fixe du référentiel relatif, on a donc % =QAV
R

e Pseudo-vecteurs.

: PP . 2 . N _ — —
Imaginons que, dans le référentiel R’ décrit par le repére de base By = (ey7, €y, €57),
. N < _— —> — N
nous remplacions ce repére par le repére de base By = (e,7,€,7, —€,7) ; le second repére est
fixe par rapport au premier, on n’a donc pas changé de référentiel relatif qui tourne de la
méme fagon par rapport au référentiel absolu.

Rappelons, en précisant les notations pour ce nouveau contexte :

- 0 —Q3 .
(Fle)s =% 0 ) (),

By

Le changement de base fait intervenir une matrice de passage et l'on a :

. 1 0 0 .
W01 8) )
Bo\o 0 -1 B2
et donc, par dérivation temporelle :
- 1 0 0
dV dV
(FFle)s = (0 1 0 ) (5F])
R/ By 00 —1 R/ Bs
— il est bilinéaire : d’une part (A a1l + Ao a_ﬁ) A ? =\ (a_f A ?) + A2 (a_g> A ?) et d’autre part

— — —
T AALDL FA2b2) =M (@ Ab1)+ X2 (@ Ab2)
. . e — LS

— il est antisymétrique b AN’ = —a A b
— 7 . . — - N

— @ A b est nul si et seulement si @ et b sont paralléles
= . =

— @ N b est orthogonal & a eta b
— = — = . — = . . . 4 . —

- @A b|=|d]||b||sin(a, b)|, soit aussi 'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs @

—

et b
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En reportant ces deux derniéres relations dans celle d’avant :

10 0 0 —Q3 O 10 0

dv =
o1 o (), =2 o -] (o1 0])(V),
00 —1 Bz 0 Q0 00 —1 2

Bi

Soit en multipliant & gauche par U'inverse de la matrice de passage (qui lui est en fait
identique dans ce cas), on a :

- 10 0 0 03 O 1o 0\
(7)) ={o1 o]{e o —a) (o1 o](V)
RBz \pg o0 -1/ \=, Q 0 00 —1 Bz

By

On effectue les produits de matrices, puis faisons apparaitre un produit vectoriel et ’on
arrive a :

o 0 —-Q3 —O _ -0 .
(Ela= (2 0 ) @)=(2) 2O,

ou les composantes du vecteur rotation ont été calculées de fagon que le produit vectoriel
et le produit matriciel aient le méme résultat; on vous fait grace du calcul explicite. On
contate que dans la base By elles sont (—Q;, —{s,Q3) et donc que le vecteur rotation est :

— —
O, = (=) (67) + (=) (&) + (W) (—&2) = (N ér + ey + Q&) = —Qp,

ce qui n’est pas normal pour un vecteur; dans un changement de base, il change certes
de composantes mais devrait rester identique a lui-méme.

Ceci est di au fait que le produit vectoriel est une invention pour remplacer un calcul
matriciel par un calcul vectoriel plus simple. Cette facilité se paye de la complication qu’on
vient de mettre & jour. Pour bien insister sur le fait qu'un vecteur fictif remplace par
I'intermédiaire d’un produit vectoriel une matrice antisymétrique, on le qualifie de pseudo-
vecteur ou vecteur axial. On peut insister en notant le vecteur avec une fléche arrondie 8

~ —
soit € au lieu de Q. Je le ferai dans ce chapitre et m’en abstiendrai dans les autres.

e Bases directes et indirectes.

m
Supposons que le vecteur rotation soit {2 dans une base Oxyz qualifiée arbitrairement
. .. el . — — 15 ,
de directe et choisissons deux vecteurs unitaires orthognaux, e, et e,s, I'on peut alors créer
. — — = — T
deux bases orthonormées Oz'y’z’, 'une avec e,/ = ey A ey et I'autre avec ;7 = —ez A ey

8. en fait arrondie dans 'autre sens, mais ce n’est pas prévu par ’éditeur de textes ETEX.
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m
Dans la premiére le vecteur rotation sera” Q et elle sera qualifiée de directe ; dans la seconde

m
le vecteur rotation sera —{2 et elle sera qualifiée de indirecte.

Par prudence et pour éviter les complications, on travaillera systématiquement avec
des bases directes.

La convention choisie est la suivante, présentée de facons équivalentes :

— On se place dos a Oz de fagon qu'Oz aille des pieds a la téte et I'on regarde dans
I’axe de la bissectrice de Oz et Oy, dans le quadrant z > 0 et y > 0. Si Ox est &
droite et Oy a gauche, la base est directe (méthode du bonhomme d’AMPERE).

— On se contorsionne le pouce, I'index et le majeur de la main droite de fagon a les
placer deux & deux perpendiculaires. Si I’on peut placer le pouce paralléle et de méme
sens que Ox, l'index paralléle et de méme sens que Oy et le majeur paralléle et de
méme sens que Oz, alors la base est directe (méthodes de trois doigts de la main
droite).

— On observe le plan Ozy de dessus, c’est a dire en se plagant dans le demi-espace
z > 0 et en regardant vers le bas, dans le sens des z décroissant puis on imagine une
aiguille de centre O tournant de Oz vers Oy, si elle tourne dans le sens contraire des
aiguilles d’'une montre, alors la base est directe.

4.b Composition des dérivées vectorielles.

N
Soit un vecteur V (¢) dépendant du temps, étudié a la fois dans un référentiel absolu
R = Ozxyz et dans un référentiel relatif R’ = O’z'y'2’; le mouvement du second par

rapport au premier est qualifié de mouvement d’entrainement et est caractérisé par le
m N

pseudo-vecteur rotation noté gz, /R OU Qentr. -

Par définition, la dérivée du vecteur par rapport a I’'un des référentiels est sa dérivée cal-
culée en considérant les vecteurs de la base du référentiel comme indépendants du temps et
se calcule naturellement a partir des composantes du vecteur dans cette base. Ces dérivées
seront bien str qualifiées d’absolue et de relative. Notons :

-
V=Viez+Vyey+Vie,=Vyey +Vye, +Viey

On utilise la premiére expression pour calculer la dérivée absolue et la seconde pour la
dérivée relative, d’ou :

— —

% :% =Vees+Vyey+ Vil
R abs.

— —

Tl = —vna g e
R’ rel.

9. Je ne le démontre pas, il y a déja eu pas mal de calculs indigestes jusqu’ici.
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Certes, mais quel est le lien entre ces deux dérivées? Partons de l'idée, a priori sur-
prenante, consistant & projeter le vecteur dans la base relative et d’en calculer la dérivée
absolue en considérant les vecteurs de la base relative comme mobiles dans la base absolue,
soit :

7 — — —
V =Vyey + Vy’ ey + V. ey

degs

dt

-
v

dt

—
dey/

dt

dez

:.w/e—;ﬂ)‘i_vy’e—y’)—i_vz’e—zl)—i_vx, dt

R

+ Vy’

abs.

+ Vu

abs. abs.

Dans les trois premiers termes ’on reconnait la dérivée relative ; dans les trois derniers
reportons les expressions des dérivées des vecteurs unitaires établies plus haut.

—
dVv

R
av| av
dt |

% + Vo (Qsey —Qer)+Vy (Qier —Qzep) + Vo (Qey — Qiey)

R/

R

Passons en notation matricielle et faisons apparaitre un produit vectoriel (on reconnait
le méme type de calcul quun peu plus haut).

7 7 Qo Vo — Q3 Vy 7 0 Vi 7

av av : v av i v o

| T oar | T\ SYe Ve =g | Qe AV | = g Oryr Y
R R/ Ql Vy/ — Q2 V{L‘/ R! Qg Vz/ R/

d’ou le théoréme (en deux versions de vocabulaires différents dans les indices) :

dt

— ~ — — ~ —
ZQ‘RI‘*’QR’/RAV dv l‘{'Qentr,/\‘/

re

4.c Composition des vitesses.
e Loi de composition.

Pour calculer la vitesse d'un point M (), par rapport au paragraphe précédent, il y a
une difficulté supplémentaire, mais mineure : le vecteur & dériver est le vecteur position
qui n’est que la représentation commode de la position, élément d’'un espace affine et
non vectoriel ; dans un changement de référentiel, non seulement il faut tenir compte du
changement de base vectorielle mais aussi du changement d’origine. La vitesse absolue et
la vitesse relative sont, par définition :

—
_ dOM

—
_dO'M
=~ =

R

dt

R/



Pour obtenir une relation entre ces deux vitesses, utilisons la relation de CHASLES,
calculons la dérivée temporelle dans Oxyz, reconnaissons deux vitesses dans ce référentiel,

utilisons le théoréme établi ci-dessus et reconnaissons enfin une vitesse dans O'z'y’z’.

N _  ——
OM =00 +0'M

——— —_— -
dOM|  dOO’ dO'M
dt o dt dt
R R R
d0'M
m _—
TVR(M)=7r(0)+ & + Qrr NO'M
R/

— = / — ~ Py
UR(M) = vR(0") + UR/(M)+QR//R/\OM

d’ou le théoréme :

7abs. (M) - ?rel.(M) + 7entr.(]\4)

en introduisant une vitesse d’entrainement définie par :

~ —_
Wentr.(M) = ?abs.(Ol) + Q'R//'R NO'M

e Point coincident.

La formule donnant la vitesse d’entrainement a le pouvoir rassurant des formules ma-
thématiques mais nous sommes ici pour lui donner du sens, du sens physique.

Remarquons que pour un point M fixe dans R’, donc de vitesse relative nulle, la vitesse
d’entrainement et la vitesse absolue sont égales.

Prenons maintenant un point M mobile dans R’, dont vous voulons étudier les vitesses
a un instant ¢; & ce méme instant, il est confondu avec un point M* du référentiel R’ que
I’on appelle point coincident. Si I’on remonte un peu le temps et que I'on relance le «film»
d’un peu avant l'instant ¢ & un peu apreés t, le point M mobile dans R’ et le point M* fixe
dans R/, vont & la rencontre 'un de l'autre, se confondent a l'instant ¢ puis se séparent.
D’apreés la remarque ci-dessus, la vitesse absolue de M™* & I'instant ¢ n’est rien d’autre que
la vitesse d’entrainement de M a ce méme instant.

Pour terminer, comprenons bien qu’un changement de référentiel est un choix délibéré
du physicien ; s’il Ieffectue, ce n’est pas pour se pourrir la vie mais pour se la simplifier ;
en pratique donc, dans la quasi-totalité des cas, il se place dans 'un des deux cas suivants,
ol la notion de point coincident est plus simple d’emploi que la formule ci-dessus, soit

~ —
?entr.(M) = 7abs.(0/) + QR’/R NO'M

15



e Le mouvement d’entrainement est un mouvement de translation.

On dit que R’ a un mouvement de translation par rapport a R si les vecteurs de base
. — — — — —
de R’ sont constants dans R ; en pratique alors, 'on prend ey = €, €, = e, et €7 = e,
et 'on a donc :

deys B de_y?' B deys _ 7
dt | dt | dt |g
et aussi, par essence :
dey/ | de—y?’ _ dey °
dt R/ dt Rl dt R/

- — ~ —
Si P'on applique a ces trois vecteurs la formule %‘ = %‘ +Qryr AV, Ton tire :
R R’

~ o~ o~ =
QR’/R N ey = QR’/R Ney = QR’/R Ney =0

m m
relations qui ne sont possibles simultanément que si Q0z//g = 0. En fait, nous venons
de monter mathématiquement une évidence physique : un référentiel qui se déplace avec
des axes dont les directions restent fixes ne tourne pas.

La formule qui donne I’expression de la vitesse d’entrainement devient alors :
— — ’ a = ’
'Uentr.(M): Uabs,(O)—FQR//R/\OM: Uabs,(O)

dont le sens physique est simple :

Quand le référentiel relatif a un mouvement de translation par rap-
port au référentiel absolu, tous les points ont la méme vitesse d’entraine-
ment qui est la vitesse absolue de 'origine du référentiel relatif ; inutile
dans ce cas de s’intéresser au point coincident.

e Le mouvement d’entrainement est un mouvement de rotation autour d’un
axe.

Supposons que le référentiel R’ tourne, par rapport au référentiel R, autour d’un axe.
Comme dans chaque référentiel, on peut se choisir un repére (voir paragraphe 3 p. 6 la
distinction entre repére et référentiel), faisons-le en sorte de nous simplifier la vie ; origine
sera commune, sur I’axe qui sera choisi a la fois comme axe Oz dans R et comme axe Oz’
dans R’ et la rotation sera décrite par I'angle ¢(t) entre Ox et Oz’ (égal a celui entre Oy
et Oy') comme sur la figure 1 p.17 (abstraction faite pour l'instant des points M, H et P
et tout ce qui y est lié).
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X

FIGURE 1 — Reéférentiel relatif en rotation.

La premiére chose a faire est d’identifier le vecteur rotation de R’ par rapport a R.
. — — P
Comme par construction, e, est confondu avec e, et a donc une dérivée temporelle nulle

— —
de_; de_i

— —
dans R, on a —; = 0 et bien siir aussi et par essence, on a —g = 0 ; sil'on

!
— dv dV "
applique a e, la formule <-| = 5

m — .
at |, /-i—QR//R/\V,Iontlre:

-

~ —
QR//R/\(;;: 0

m m
et I'on apprend ainsi que Qx/ /¢ est parallele a Oz ; notons Qs /g = Qg €. et puisque
le vecteur est en fait un pseudo-vecteur, le scalaire {2/ % est un pseudo-scalaire qui change
de signe dans une base indirecte.

. . e d . A ~
Par ailleurs, en projetant e, dans la base absolue, I'on tire, griace a la formule de
dérivation des fonctions composées :

e = cosl(t)] & + sinlp(t)] 7

de—z; . de _, . de _,

a |, = —sin[p(t)] a ez + sin[p(t)] prs ey
de_x’> . ™\ — . ™\ —
1 R—go [cos <g0—|—§) egc—i-sm(ap—i-g) ey}

Dans la derniére expression, I'on reconnait un vecteur unitaire faisant I'angle ¢ + 5
— . . p = = .
avec Oz, c’est donc e, dont on sait qu’il est égal a e; A e,. Finalement :

de,s

dt

T S g
=Qey =pe; Ney

R

17



—
de_’

. — . . . — L. .
Puisque par essence, on a = 0 ; si l'on applique a e, la formule de dérivation

dt
R/
— — e —
: dv _ dv .
vectorielle g~ I ol I +Qryr AV, ona:
dey/ S —
1 = QR//R N ey
R
—
dey —-Q — =
dt = AMRIR AN
R

Par comparaison des deux derniéres conclusions, on en déduit que :

m
Qg =¢ et Qpr=¢e;

Le vecteur rotation est paralléle a 'axe de rotation et sa mesure est la vitesse angulaire
de rotation.

Au passage, nous avons démontré un théoréme important, exposé ci-dessous de fagon
plus générale :

La dérivée temporelle d’un vecteur unitaire @ du plan Ozxy faisant
I’angle 6 avec Ox est le produit de la dérivée temporelle 0 de I’angle par le
vecteur unitaire v de Ozy directement perpendiculaire & U c'est-a-dire
tel que 'angle (u, ') soit %, soit U=07

—
de, 7 . de—z;

- , g
En particulier, 'on a — - O =

R

Maintenant que le vecteur rotation est déterminé, passons a 1’étude de la vitesse d’en-
trainement d’un point M dont les projections sur 'axe Oz et le plan Ozy sont notées H
et P. Sur la figure 1 p.17, supposée correspondre a 'instant ¢, le point coincident M™ est
confondu avec M et puisqu’il est lié au référentiel tournant, il décrit un cercle dans un
plan paralléle & Ozy de centre H et de rayon HWH Si I'on note e, le vecteur unitaire de
HM* = O—P>, on a W — OH + re, avec OH et r constants ; par ailleurs le vecteur e,
fait avec Oz’ un angle a constant et donc avec Ox I'angle 6 = ¢(t) + «. Insistons sur le
fait que ’on parle ici du point coincident, ce qui explique que ’on considére r et o comme
constants. En utilisant le théoréme encadré ci-dessus :

- d(OH +1&) de; .
U entr. = T = dt =Tryey
R

ol eg est le vecteur unitaire orthoradial directement perpendiculaire au vecteur unitaire
radial e, dans le plan Oxy.

Retenons donc une fois pour toute que :
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Dans le contexte d’un référentiel relatif tournant par rapport au
référentiel absolu autour de I’axe Oz, la vitesse d’entrainement d’un point
M est orthoradiale, avec comme mesure le produit de la distance a ’axe
par la vitesse angulaire du mouvement d’entrainement.

e Remarque sur les solides.

Il y a d’énormes ressemblances entre 1’étude des vitesses d’entrainement et ’étude des
vitesses des points d’un solide (voir chapitre B-VIII : « de la dynamique des systémes a celle
des solides ») et ce n’est pas par hasard : un solide est un ensemble de points & distance
fixe les uns des autres et il en est de méme pour les points & coordonnées fixes dans le
référentiel relatif. Donc si vous maitrisez ce qui précéde, vous maitriserez le champ des
vitesses dans un solide.

4.d Composition des accélérations.

C’est facile, a condition d’étre trés méticuleux sur les notations. L’on part de v'g (M) =

~ —
VR(0") + VR (M) + Qp/yr ANO'M et Pon dérive par rapport au temps dans le référentiel
absolu R puis on utilise a ’envi la formule de dérivation vectorielle. Roulons, mais a chaque
étape, on simplifie la notation avant d’aborder la suivante (on note @ les accélérations) :

Tr(M) = TR(0) + Tr(M) + Qgiyg ANO'M

4(TrO)| _
at |p
= oy - d<QR'/R> — A d O’M)
_ d(vr(0") +d(vR’(M)) 4 ANO'M+ Qprip A —— 2
dt R dt R dt o dt
R
R
d(Tr(M)| & = a(om)
R
R
d(vgr (M ~
TR(M) = Tr(0) + [W‘ + Qe A VR (M) ] +o
R —
N N d(O’M) - .,
--'QR//R/\OIM+QR’/R/\ —|—QR//R/\O’M

dt
Rl
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m _— m — m —
QR’/RAO/M—i_QR'/R/\ |:U'R/(M)+QR//R/\O/M:|

m
AR(M) =dr/(M)+ adr(0) +2Qrr AN Vg (M) + -

f‘\ —_— &% mn —_

Reste & donner du sens physique a tout cela. @ (M) et @ /(M) sont bien évidemment
I’accélération absolue et 1’accélération relative. Dans le cas particulier o M est fixe dans
le référentiel relatif (en fait, c’est du point coincident dont on parle), v'r/ (M) et @ g/ (M)
sont nuls et la formule ci-dessus donne 'accélération du point coincident que 1’on appellera
par analogie accélération d’entrainement, soit :

TR(M*) = Tr(0') + gy A O'M + Qo jg A <§R,/R A O’M)

N N
si I’on observe bien, il reste le terme 2 QR//R/\7R’ (M), soit encore 2 Qr/ /g AT rel. & €
pas avoir été mentionné; on l'appelle accélération complémentaire ou encore accélération
de CORIOLIS. Résumons :

7abs,<M) = E)rel.(M) + 7entr.(‘M) + 7C0mp.(M)

e — 7 NLo O'M + O Q O'M
avec aentr,(M)— @ abs. (O)+QR’/R/\OM+QR’/R/\ QR//R/\OM
~
et E)Comp.(M) 2Qr r A Vel (M)

La premiére ligne est & savoir par coeur, la derniére donne un moyen simple de calculer
I’accélération complémentaire, la deuxiéme, par contre, donne traditionnellement lieu &
deux pages de calculs, trois erreurs et un résultat faux et encore, si I’on a réussi a retrouver
correctement la formule dans sa mémoire, sinon c’est encore pire. Retenons plutot que
I’accélération d’entrainement, c’est ’accélération du point coincident, soit :

_>abs (M) rel (M) + E)entr (M) + ?comp (M)
avec @ entr.(M) = @ aps.(M*) ott M* est le point coincident

é
a
N
et a Comp.(]W) 207

/R/\ Urel (M)

Voyons ce que cela donne dans les cas particuliers étudiés pour les vitesses (paragraphe
4.c débutant p. 14).
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e Le mouvement d’entrainement est un mouvement de translation.

m m —_—
On a vu que dans ce cas Qg /g = 0, d’ot ﬁcomp,(M) =0 et @entr.(M) = @ aps. (0.
On arrive au méme type de conclusion que pour les vitesses :

Quand le référentiel relatif a un mouvement de translation par rap-
port au référentiel absolu, tous les points ont la méme accélération d’en-
trainement qui est I'accélération absolue de 'origine du référentiel relatif ;
inutile dans ce cas de s’intéresser au point coincident.

En particulier quand le référentiel relatif a un mouvement de translation uniforme a
savoir que la vitesse de O dans le référentiel absolu est constante, donc 1’accélération nulle,
alors :

Quand le référentiel relatif a un mouvement de translation uniforme
par rapport au référentiel absolu, tous les points ont une accélération
d’entrainement nulle et ont donc la méme accélération dans les deux
référentiels.

e Le mouvement d’entrainement est un mouvement de rotation autour d’un
axe.

) . o — _ —
Dans le paragraphe 4.c débutant p. 14, nous avions OM™* = OH + r e, avec OH et r
constants et a :

- d(OH +re) de; -
Ventr,. = —————| =7 =r
ent dr dt » ¥ €o
R

Dérivons une seconde fois le mouvement du point coincident dans son mouvement par
rapport au référentiel absolu et utilisons le théoréme sur la dérivée des vecteurs unitaires :

dv d(rpeg) deg

— entr. 0 . — . 0

@ entr. = ——, T — =rpe+reo —
dt  |p dt g dt |,

ﬁentr. :T906_0>+T90 [(P (_e_r))} :7"806_5_7"9026_7:

—
. . o . , . . P
Remarquons que le terme radial —r ¢? e, peut aussi s’écrire —¢? HM. Résumons :

Dans le contexte d’un référentiel relatif tournant par rapport au ré-
férentiel absolu autour de 'axe Oz, 'accélération d’entrainement d’un
point M a une composante orthoradiale avec comme mesure le produit
de la distance a ’axe par ’accélération angulaire du mouvement d’entrai-
nement et une composante radiale dirigée vers I’axe avec comme module
le produit de la distance a I'axe par le carré de la vitesse angulaire du
mouvement d’entrainement.
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Dans l'usage le plus fréquent des changements de référentiel, la vitesse angulaire est
constante et donc 'accélération angulaire nulle. Alors :

Dans le contexte d’un référentiel relatif tournant par rapport au
référentiel absolu autour de I'axe Oz & une vitesse angulaire constante,
I’accélération d’entrainement d’un point M est radiale, dirigée vers I'axe,
avec comme module le produit de la distance a ’axe par le carré de la
vitesse angulaire du mouvement d’entrainement, soit @ entr. = —<p2 W
ol H est la projection de M sur I'axe.

4.e Composition des vecteurs rotation

Imaginons deux changements de référentiels en cascade passant dans un premier temps
du référentiel 1, « absolu », au référentiel 2, « relatif » dans ce premier temps puis dans un
second temps du référentiel 2, devenu « absolu » dans ce second temps, au référentiel 3,
« relatif ».

Si 'on considére le passage direct du référentiel 1 au référentiel 3, la vitesse d’un point M
du référentiel 3 par rapport au référentiel 1, se calcule comme une vitesse d’entrainement
(voir au sein du paragraphe 4.c commencant p. 14), soit en adaptant les notations (en
particulier O3 est l'origine du référentiel 3) :

Vg (M) =03/1(03) 4+ Q31 AOsM

De méme, la vitesse de ce point M du référentiel 3 par rapport au référentiel 2 cette
fois, est donné par :

— ~ Y
Us2(M) = 05/2(03) 4+ Q379 A OsM

Considérons maintenant les vitesses de M et O3 comme les vitesses de points mobiles
sans tenir compte qu’ils appartiennent au référentiel 3, leurs vitesses absolues se confondent
avec Vg (M) et U'5/1(03), leurs vitesses relatives avec ©'5/(M) et 0'3/5(03) et leur
vitesses d’entrainement sont celles des points coincidents du référentiel 2 (d’origine O) par

m _
rapport au référentiel 1 soit respectivement v’ /1(02) + Q91 A O M pour M et pour Os,
— ~ =~
v 2/1(02) + QQ/]_ A 0203.

Réécrivons le premier des deux résultats précédents en développant la composition de
vitesses, on a successivement, en simplifiant a la fin :

I —
V(M) =3/1(03) + Q31 AOsM

V32(M) + 0a/1(02) 4+ Qa1 A 02]\4 _

m RN m e —
c = [73/2(03) + 72/1(02) —|— Q2/1 VAN 0203 + Q3/1 VAN 03M
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[73/2(M) + U91(02) + Qo1 A (0203 + 03M>] — ...

— — ~ A ~ Py
- = 1)3/2(03)+ U2/1(02)+Q2/1/\0203 +Q3/1/\O3M

[?3/2(]\/—[) + U5/1(02) + Qo1 A 0203 + Q91 A 031\4 =

.= [73/2(03) + ?2/1(02) + Q2/1 A 0203:| + 93/1 AN OsM

— ~ S ar . — ~ Py
U'g/2(M) + Qo1 AO3M = 0 3)5(03) + Q31 A OsM

Soustrayons de ce résultat le second des résultats précédents soit, rappelons-le pour

faciliter la lecture, v'g/o(M) = v'3/2(03) + 372 A O3M ; on obtient successivement avec
réaménagement :

m _— m _ m _
92/1 /\03M = 93/1 VAN O3M - 93/2 VAN 03M

~ I3 _ I3 RN
(QQ/I + Q3/2> AN O3M — 93/1 AN O3M

Ceci est vrai quel que soit le point M ; on peut donc affirmer :

Q3/1 = Q30+ Qo

que l'on peut aussi énoncer ainsi pour la ressemblance avec les formules relatives aux
vitesses et aux accélérations :

%

~ ~
Qabs. = Qrel. + Qentr.

Ce résultat est évident et se démontre trés simplement dans le cas de rotations autour
d’un méme axe de direction fixe; il est ici généralisé. On le généralisera aux solides dans
le chapitre B-VIII.

5 Coordonnées polaires.

5.a Coordonnées cylindiques.
e Coordonnées.

Elles sont définies a partir d’un repére cartésien Oxyz dont ’axe Oz est privilégié. Pour
repérer un point M, on commence par tracer son plan méridien, ¢’est-a-dire le plan passant
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par Oz et le point M, il contient la projection H de M sur Oz et m projection de M sur
— — —_— — R

2Oy puis on donne r = [|[Om|| = ||[HM||, 0 = (Oxz,0m) €] —m, 7] et z = OH (voir figure

2 p.24).

Tout d’abord z est commun aux coordonnées cartésiennes et cylindriques.

On passe d’une part des cartésiennes aux cylindriques par r = /22 + 32 et 0 est donné
par cosf) = % et sinf = ¥ (la valeur de I'un et le signe de 'autre suffisent mais sont

nécessaires 19).

On passe d’autre part des cylindriques aux cartésiennes par x = r cosf et y = r sinf

e Bases locales.

Un vecteur dépendant du point M est projeté sur une base locale, orthonormée directe,
constitué des vecteurs unitaires suivants (voir figure 2 p.24) :
— le vecteur unitaire radial €., vecteur unitaire de HM
— le vecteur unitaire orthoradial eg, vecteur unitaire directement perpendiculaire a e,
dans un plan paralléle & zOy
— le vecteur unitaire azial e,

MZ

~
7J
<y

F1GURE 2 — Coordonnées cylindiques.

A chaque point M sa base, c’est pourquoi le titre est au pluriel.

= . - o
Tout d’abord e, est commun aux coordonnées cartésiennes et cylindriques.

10. Il serait vain de chercher & passer par un arccos, arcsin ou arctan car aucun ne couvre l'intervalle
} -, 7T]
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On passe d’une part des cartésiennes aux cylindriques par des projections élémentaires
— — . —
e, = cosfl e, +sinb ey,

— . — —
eg = —sinb e, + cosl e,

On passe d’autre part des cylindriques aux cartésiennes par des projections tout aussi
élémentaires
— . —
er = cosb e, —sinfeg

. — —
er = sinf e, + cosfeg

5.b Coordonnées sphériques.
e Coordonnées.
Dans le méme contexte que pour les coordonnées cylindriques, le point M est repéré

— — — — —
par = ||OM||, 6§ = (Oz,0M) € [0,7] et ¢ = (Ox,ON) €] — 7, x| (voir figure 3 p.25).

On retrouve I'approche des géographes (latitude ! et longitude). Notez que le 6 des
cylindriques est devenu le ¢ des sphériques et que 7 n’a pas la méme signification dans ces
deux systémes.

<y

X

FI1GURE 3 — Coordonnées sphériques.

11. les géographes mesurent la latitude a partir de ’équateur et positivement vers le pole nord; 6 est
parfois appelé co-latitude.
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Pour passer des cartésiennes aux sphériques, on procéde en deux étapes en passant par
le plan méridien avec comme axes Oz et Oz’ intersection du plan méridien avec Oxy, de
. . — LR 2, .
vecteur unitaire e,, c’est aisé, je vous passe les détails.

2z
Des cartésiennes aux sphériques : r = /22 + 92 + 22, § = arccos <7) et o tiré de
r

x Y
\x? + 2

CoSp = et sinp = (la valeur de I'un et le signe de l'autre).

Des sphériques aux cartésiennes : x = r sinf cos p, y = r sinf sin p et enfin z = r cos 6

e Bases locales.

La base locale orthonormée directe est ici :
—
— . .
— le vecteur e, , vecteur unitaire de OM
)
— . . . . . < —> g
— le vecteur eg, vecteur unitaire directement perpendiculaire & e, dans le plan méridien
— le vecteur ey, identique au e des cylindriques
ur passer rtésiennes aux sphériques, on proce r les deux mémes é .
Po asser des cartésiennes aux sphé es, 0 océde par les de émes étapes

Des cartésiennes aux sphériques :

e, = sinf cospe, +sinf sinp e, + cost e;
— — . — . —
eg = cosf cospe, +cos sinpe, —sinbe;

— . — —
€p = — SN e, + CoSY ey

Des sphériques aux cartésiennes, c’est sans doute moins facile a voir ; utilisons donc nos
souvenirs de mathématiques, la matrice de passage soit :

sinf cosp sinf singy cosf
cosf cosp cosfsinp —sinf
—sing cos 0

est une matrice unitaire, c’est-a dire que ses colonnes sont les composantes de vecteurs
unitaires deux & deux orthogonaux ; si vous la multipliez par sa transposée, inutile de faire
le calcul par écrit, on visualise de téte, la définition méme du produit de deux matrices
donne pour termes diagonaux les carrés des vecteurs unitaires donc 1 et les autres termes
des produits scalaires de vecteurs orthogonaux donc 0, on obtient la matrice unité donc la
transposée d’une matrice unitaire est son inverse. En ce qui nous concerne, on peut affirmer
sans aucun complexe et totalement str de soi :

: g — : —
ez = sinf cosp e, + cost cospeg —sinpe,
e, =sinf singp e, + cost sinp eg +cospe,

— — . —
e, = cosfe, —sinf ey
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6 Abscisse curviligne et courbure.

Ce paragraphe intéresse en fait plus les mathématiciens que les physiciens. Il concerne
les courbes paramétrées; pour le physicien, le paramétre est le temps et la courbe est la
trajectoire 1 d’un point mobile.

6.a Abscisse curviligne

Soit un point mobile, & l'instant ¢, il est au point M de coordonnées (x(t),y(t), z(t)),
a un instant infiniment proche ¢t + dt, il est au point M’ dont les coordonnées sont donc
——

(x(t+dt), y(t+dt), z(t+dt)) et s’est déplacé de M M’ dont les composante sont, en utilisant
un développement de TAYLOR & l'ordre 1 :

de =z(t+dt) —z(t) = &(t) dt = v, dt

dy = y(t +dt) — y(t) = §(t) dt = v, dt
dz=z(t+dt) — 2(t) = 2(t)dt = v, dt

La longueur de ce petit déplacement peut étre notée de beaucoup de fagons possibles :

ds = /da?2 + dy? +de2 = /32 + 2 + 22dt = y/v2 + v +v2dt = || V|| dt

La longueur parcourue sur la trajectoire orientée dans le sens des temps croissant, a
partir de I'instant origine est :

t t t
s(t):/ ds:/ \/x'2+g)2+22dt:/ \/ V3 v +oZdt
0 0 0

s(t) s’appelle I'abscisse curviligne de M sur sa trajectoire. On passe sous silence les
complications engendrées par un mouvement alternatif sur une méme courbe, un peu de
bon sens sera bien plus efficace qu’une théorie peu lisible.

6.b Vitesse.

— N —
Les composantes de MM’ montrent simplement que v dt = MM’ et la définition de

P— . . . . . P— . .
ds est ds = [|[MM’||. Si lon introduit le vecteur unitaire de M M’, donc le vecteur unitaire
tangent a la trajectoire orienté dans le sens du mouvement, appelé vecteur unitaire tangent
et noté traditionnellement 7, on a :

— Py —
vdt=MM =dsT

12. Rappelons & nos amis journalistes qu'une voiture ne quitte jamais sa trajectoire ; par contre, il arrive
que sa trajectoire quitte la route.
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. . — . N
Par ailleurs, si I'on note v = ||7'||, comme la vitesse est par essence tangente a la

. . — —
trajectoire, on a v =v 7, d'ou :

ds

:EZS

v

. . . . " —
qui n’est rien d’autre qu'une reformulation des définitions de s et de 7

6.c Accélération. Courbure.

On part de ¥ = v 7 et I'on dérive.

dv  d(w7T) .
—>_7: :.—> —
1 e VT +UT

— o — . L . . . — =
Or 7 est unitaire donc 72 = 1; si I'on dérive, 'on en déduit 27 - 7 = 0, donc que

T est orthogonal & 7.

Pour avoir des définitions ultérieures ne dépendant que de la forme de la trajectoire et
non de la facon dont elle est parcourue, remarquons que :

- d7 d7ds  d7

A ds dt . U ds

Il est d’usage d’appeler le vecteur unitaire de %, vecteur unitaire normal et de le

— . .
noter v et 'on appelle courbure son module et rayon de courbure, noté R, 'inverse de son

module, soit :
— —
dr [

ds R

que l'on reporte dans l'expression de l'accélération en y faisant apparaitre une accélé-
. . d 27 - . —> .
ration tangentielle a; et une accélération normale a,, soit :

. d—> d—> — 2
— R = . — T . — 2 AT . — o V R
a=v7+v7T=0v7TH+v | V—|=0T +V" — =0T +V" —=0vT7T +—= 1V
ds ds R R
— — — — . — — 02 —
a = a; + ap avec ar =0V T et an =g V

Au vu de la définition de tout ce beau monde, en général c’est le mouvement qui donne
accés a 'accélération et permet de trouver le rayon de courbure de la trajectoire ; mais il
arrive que ’'on doive procéder a rebrousse-poil. C’est le cas d’un point mobile assujetti
rester sur une piste dont la forme donc le rayon de courbure est connu et donne accés

I'accélération normale.

o Qs

Pour terminer, est-il utile de dire que les mathématiciens démontrent que le rayon de
courbure d’un cercle est son rayon « classique » ; normal, ils ont tout fait pour cela dans

leur définition !
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