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RESUME :

La mécanique des solides est un vaste domaine. Il ne s’agit pas ici de le parcourir
en entier mais d’en donner les outils et méthodes au travers d’exemples significatifs pour
permettre au lecteur de le faire ultérieurement avec rigueur et efficacité.

On commence donc par rappeler les théorémes de la mécanique du solide puis on pré-
sente le modéle de la liaison parfaite et les lois de Coulomb pour les interactions de contact
entre solides.

On étudie ensuite, sur quelques exemples, successivement la statique des solides, les
mouvements autour d’un axe fize, les mouvements d’un solide posé sur un support, les
mouvements autour d’un point fixe dans le cas général et dans l’approrimation gyroscopique.

On évoque enfin les solides articulés.
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1 Objectifs de ce chapitre.

Il ne s’agit pas ici d’explorer le vaste univers de la mécanique du solide mais de donner
au lecteur toutes les bases suffisantes pour s’y plonger bien armé. On lui donnera donc
les outils et théorémes nécessaires mais aussi tous les « angles d’attaque » classiques sur
quelques exemples bien choisis explorant les différentes situations standards.

On se limite au solide parfait. Pour un solide réel, le chapitre B-VIII a montré que la
gestion de 'agitation thermique ne pose pas probléme car il y a découplage entre mécanique
et thermodynamique. Pour les déformations élastiques, le chapitre B-X y sera consacré dans
le cadre de la statique. Les déformations élastiques d’un solide en mouvement débordent
largement le niveau de ce cours, sauf & se ramener & un probléme de statique dans un
référentiel non galiléen de mouvement relatif simple par exemple de rotation uniforme
autour d’un axe fixe.

Les situations étudiées ici seront classées dans un ordre de difficulté croissante.

2 Rappel des outils et théorémes disponibles.

On rappelle ici briévement et sans justification les conclusions du chapitre B-VIII.

. . . . — L . .

Quelque soit le mouvement d’un solide, il existe un vecteur «, dépendant a priori

du temps, appelé vecteur rotation et les vitesses de ses points sont reliées par la relation
donnée ici sous ses deux formes équivalentes :

!

—

VBVA?B=7A+W/\AB

!

N
VBYAUp=7va+BAAw
Pour un solide de masse M, de centre de gravité G, on peut exploiter les trois théorémes

suivants :
— le théoréme du centre de gravité :

ol P est la quantité de mouvement du solide et > F}ext_ la somme des forces exté-
rieures.
— le théoréme du moment cinétique
— soit au centre de gravité :
do* =

F = Emext(G)

oit o* est le moment cinétique du solide dans le référentiel barycentrique (il est

—
indépendant du point de calcul) et Mex:(G) la somme des moments dynamiques
extérieurs et calculés en G.



— soit en un point lié au solide et fixe dans le référentiel du laboratoire, noté ici O :
do —
5 (0) =2 _ e (0)

ot 7 (0) est le moment cinétique du solide dans le référentiel du laboratoire et
calculé en O.
— le théoréme de I'énergie cinétique :

dEcin
dt = Z Pext.

ou E.y est Iénergie cinétique du solide et ) Pexs. la somme des puissances exté-
rieures.

Pour exploiter ces théorémes, on exprime ainsi les éléments cinétiques du solide qui

sont dérivés au premier membre :

— la quantité de mouvement du solide se calcule par P = M ¥ ¢ oil v est la vitesse du
centre de gravité.

— le moment cinétique barycentrique se déduit du vecteur rotation par une relation
linéaire dont la matrice, dans une base de projection liée au solide, est appelée matrice
d’inertie (Jg), donnée du probléme et diagonalisable. On note (o*) = (Jg) (W),
résultat dont la dérivation est délicate (voir au paragraphe 7.a p. 37).

— le moment cinétique calculé en un point lié au solide et fixe dans le référentiel du
laboratoire, noté ici O, se déduit du vecteur rotation par une relation linéaire dont
la matrice, dans une base de projection liée au solide, est appelée matrice d’inertie
(Jo), donnée du probléme et diagonalisable. On note (65) = (Jo) (&), résultat dont
la dérivation est elle aussi délicate. Remarque : on peut déduire la valeur de (Jp) de
celle de (Jg) par les formules de HUYGENS.

— L’énergie cinétique peut toujours se calculer par la formule E;, = % M F%—i—% wok
et 8’1l existe un point lié au solide et fixe dans le référentiel du laboratoire, noté ici O,
elle peut aussi se calculer par la formule E.;;, = % W -0, la premiére restant valable.

Pour le second membre des théorémes, ’action de ’extérieur sur le solide est en pratique
décomposée en somme d’actions de parties de 'extérieur. Pour chacune d’elle, la théorie
sous-jacente des torseurs, qui restera tacite dans ce chapitre, permet de résumer 'action
par la donnée d’une force résultante F et dun champ de moment D_J)I dont il suffit de
connaitre le valeur STT(A) en un seul point, quelconque, noté ici A et choisi en pratique de
fagon pertinente ; en effet sa valeur en un autre point B sera calculée par la formule :

—

— _— =
M(B) = M(A) + BAA F

La puissance d’une telle action sur un solide est :

— —

— —
P=F- -v(A)+ w- -MA)
formule dont le résultat est indépendant du choix du point A.
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.
Un premier type particulier d’action est une force F' localisée en un point, noté ici A;
—
la résultante est, blen sur F' et la valeur du moment est nulle en A; il en résulte que la
puissance est P = F v 4. En particulier 'action de pesanteur sur un solide est une force
—

-
M g localisée en G de puissance M g - vg.

Un second type particulier d’action, appelé couple, a une force résultante nulle et donc
—
un moment indépendant du point de calcul noté ici I ; il en résulte que la puissance est
- —
P=w-T.

On peut toujours se ramener a une somme de forces localisées et de couples.

3 Modélisation des actions subies par un solide.

3.a Reéalisation pratique d’un axe de rotation.

On appelle liaison-pivot le dispositif pratique qui permet uniquement la rotation du
solide autour d’un axe géométrique Oz fixe ce qui entraine que le vecteur rotation soit
paralléle & cet axe Oz. Une des fagons les plus simples est de rendre solidaire du solide
une tige cylindrique terminée par deux cones et placée entre deux cdnes creux plus évasés
comme sur la figure 1 p. 7; il n’y a alors que deux points de contacts A et B qui sont les
sommets des cones et qui définissent ’axe de rotation sur lequel on choisit une origine O.

i

R

o ]

m

FIGURE 1 — Liaison-pivot.

En A et B s’ﬁrcen_)t deux.fo)rcei extérieures F A et F B. Le moment par rapport & O
de ces forces est OAAN F 4+ OB A F g dont chaque terme est perpendiculaire & 'axe AB
donc, aprés projection sur ’axe, le moment de ces forces par rapport a ’axe de rotation
est nul. De méme la puissance de ces forces est F') AV A+ F') . Up=0car v 4 et v pgsont
nulles puisque A et B sont sur I'axe.

Il y a toutes sortes de liaisons permettant la rotation autour d’un axe et nous définirons

le modéle de la liaison-pivot parfaite comme une liaison-pivot telle que la puissance des
—

actions extérieures soit nulle. Comme ces actions peuvent étre décrites par une résultante F'
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et un champ de moment dont la valeur en O de I'axe, de vitesse v’ (O) nulle donc, est D_ZT>I(O),
le fait que la puissance soit nulle entraine que :

— — — — — —

0=F-v(0)+ w -MO)=w -MO)

.
on en déduit que la projection de 9M(O) sur 'axe de rotation est nulle.

Un point qui déroute quand on commence & étudier la mécanique du solide est que la
force F' et la composante de 97?(0) perpendiculaire a ’axe de rotation ne sont forcément
constantes au cours du temps, ni ne sont des données du problémes, elles font partie des
inconnues.

L’essentiel réside en ceci : la puissance des forces de liaison est nulle et la projection
sur 'axe de leur moment, calculé en un point de ’axe, est nul.

3.b Liaisons. Généralisation.

De fagon générale, une liaison est un dispositif technologique qui permet & un solide
d’effectuer certains types de mouvements et en interdit d’autres. En régle générale, on peut
présenter les choses ainsi : sur six grandeurs cinématiques que sont les trois composantes
Wz, wy et w, sur trois axes Oz, Oy et Oz bien choisis du vecteur rotation et les trois
composantes v;(0), v,(O) et v,(0) de la vitesse d'un point O bien choisi, certaines sont
obligatoirement nulles et les autres peuvent absolument quelconques.

Pour une liaison de bonne qualité, la puissance des forces exercées par la liaison sur
le solide est négligeable; on définit donc une liaison parfaite comme une liaison pour
laquelle cette puissance est nulle. Si 'on décrit I'action globale de la liaison par sa force
résultante F de composantes F., Fy et I, et son moment 97?(0) au point O de composantes
M, (0),M,(O) et M.(O), soit six grandeurs dynamiques, la liaison est parfaite si :

-
v
- = Fpv:(0) 4+ Fyvy(O) 4+ F, v,(0) + wz Mz (0) 4+ wy My (0) + w, M (0)

Si la liaison interdit, par exemple, la translation selon Oz, alors v,(O) est nulle donc
F, v, (0O) aussi et ceci quel que soit F} qui est donc une inconnue du probléme dépendant
a priori du temps; inversement si la liaison permet cette translation alors v,(O) peut étre
non nul, quels que soient les autres termes de la puissance, ce qui impose que F) soit
nul. De méme, si la liaison interdit, par exemple, la rotation selon Oz, alors w, est nulle
donc wy M, (0) aussi et ceci quel que soit M, (O) qui est donc une inconnue du probléme
dépendant a priori du temps; inversement si la liaison permet cette translation alors w,
peut étre non nul, quels que soient les autres termes de la puissance, ce qui impose que
M. (O) soit nul. Donc les grandeurs dynamiques correspondant aux grandeurs cinématiques
nulles sont des fonctions inconnues du temps et les grandeurs dynamiques correspondant
aux grandeurs cinématiques non nulles sont nulles.
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Remarque : il y a des exemples plus compliqués comme la liaison entre une vis et un
taraudage d’axe Oz et de méme pas h pour laquelle, la vis, dont le centre de gravité G est
situé sur l'axe, a pour seuls éléments cinématiques non nuls w, et v,(G). On a alors F,
Fy, M, (G) et Sgty(G) inconnus ; par contre puisque la rotation et la translation sont liées
par v,(G) =h 2—2 (on progresse de h quand on fait un tour soit 2 ), la liaison est parfaite

. T

S1

0=F-0(0)+ w -MO) = F, 0,(0) + w, M. (0) = w, (;; F. + st(O)>

h
ce qui impose M, (0) = —— F, avec F, fonction inconnue du temps. Pour une liaison

atypique comme celle-ci, dans la mesure ou elle lie deux types de mouvement, inutile
d’apprendre par coeur tout un bestiaire, il suffit de raisonner comme ici.

3.c Contact ponctuel entre solides.

Soit un solide S en contact en un point I avec un support Sy immobile . Grace a
la formule de changement de point, on connait la vitesse de tous les points du solide si
I’on connait le vecteur rotation et la vitesse en un point particulier. Un point particulier
intéressant est, bien sir, le barycentre car il joue un réle privilégié dans les théorémes de
la dynamique. Un autre est désormais le point de contact I.

FIGURE 2 — Mouvement relatif par rapport au support.

Dans la mesure ot 'on s’intéresse & un contact qui perdure, la vitesse du point du
solide en contact avec le support lui est tangentielle, on ’appelle vitesse de glissement et
on la note 7glz‘s. ou Ures

Selon que cette vitesse est non nulle ou nulle, on dit qu’il y a glissement ou non.
Bien stir, si le support Sp est lui méme mobile (tapis roulant par exemple), la vitesse

. , . . . [p— — N
de glissement est définie comme une vitesse relative, soit v glis. = VIics — VIS,
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De méme, on décompose le vecteur rotation en une composante normale @ y qui décrit
un mouvement de pivotement et une composante tangentielle Jr qui décrit un mouvement
de roulement. Dans ce cours, on explorera surtout des mouvements sans pivotement, donc
des mouvements de roulement avec ou sans glissement.

Attention, une source d’erreurs graves consiste a croire que la dérivée par rapport au
temps de la vitesse de glissement est ’accélération du point de contact ; c’est faux car le
point de contact & I'instant ¢ et le point de contact a ¢t + dt sont deux points différents du
solide. La fagon la plus simple de ne pas tomber dans ce piége est de considérer comme un
tabou absolu la dérivation temporelle de la vitesse de glissement.

Remarque sur les contacts non ponctuels : dans le cas d’'un mouvement sans glissement,
si le solide est en contact en plus d’un point avec son support, en prenant deux points I et
J du solide en contact avec le support, donc de vitesse nulle, on peut dire successivement :

On en déduit, toujours dans le contexte du non-glissement, que si le solide est en contact
avec le sol selon un segment, le vecteur rotation a la direction de ce segment et s’il est en
contact avec une surface (comme une caisse posée sur le sol), alors le vecteur rotation est
nul.

3.d Lois de Coulomb.
e Le modéle le plus simple.

Il s’agit d’établir la loi de force entre le support et le solide. Le mécanisme élémentaire
est encore mal précisé, car il reléve de forces a court rayon d’action entre matériaux électri-
quement neutres a 1’échelle microscopique, c’est-a-dire des forces de VAN DER WAALS. Ces
forces sont trés sensibles a I’état de surface des deux corps (rugueux ou lisses et a quelle
échelle) et a la présence d’impuretés (poussiéres) ou de fluides (eau, gras) et elles ne sont
reproductibles expérimentalement qu’avec de larges fluctuations (plusieurs pour-cent).

On peut la plupart du temps se contenter du modéle suivant, connu sous le nom de lois
de CourLoMB, dont il ne faut pas espérer plus qu’'un ordre de grandeur dans les prédictions
quantitatives. Le support exerce sur le solide une force unique localisée au point de contact
I, donc de moment nul en ce point; on la décompose en une composante normale N et
une composante tangentielle T.

C’est une source d’erreurs graves dans I'apprentissage de cette mécanique de croire que
les lois de Coulomb explicitent ces composantes ; elles restent des inconnues du mouvement
et méme pire, elles ne sont pas forcément constantes, ce sont des fonctions du temps
inconnues dans le probléme traité. Il importe de bien avoir cette affirmation présente a
Iesprit.
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FIGURE 3 — Force de contact.

Les lois de COULOMB précisent les points suivants :

— pour la composante normale ﬁ : celle-ci est toujours dirigée du support vers le solide.
Si ’hypothése du contact qui perdure conduit & un résultat dans 'autre sens c’est
qu’il y a rupture du contact et le solide décolle. Toutefois, on congoit bien que si
le support est recouvert d’un fluide gluant, N puisse exceptionnellement étre dans
I’autre sens, ce qui du reste sera une fagon objective de définir le qualificatif « gluant ».

— pour la composante tangentielle 7', dans le cas du non-glissement
— sa direction et_§0n sens sont inconnus. _

— son module || T'|| est au plus égal a f || N|| ou f, appelé coefficient de frottement,
est une constante qui dépend de la nature des matériaux de support et du solide
ainsi que de leur état de surface®. Si ’hypothése du non-glissement conduit a un
résultat qui dépasse cette limite c’est que le solide glisse.

— pour la composante tangentielle ?, dans le cas du glissement
— sa direction est celle de la vitesse de glissement et son sens opposé.

— son module est égal a f ||N>H ou f est le coefficient de frottement

Retenons :

Non-glissement : ||T)H <f HﬁH, direction et sens inconnus.

Glissement : ||?H = f||N|, méme direction que ' y;s. et sens opposé.

Remarque : les puristes distinguent un coefficient statique fg dans le cas du non-
glissement et un coefficient dynamique fp dans le cas du glissement avec fp < fg mais,
vu le peu de reproductibilité des expériences, c’est guére utile, sauf dans quelques cas
particuliers (mouvements collé-glissé par exemple).

1. Il existe ainsi un coefficient « métal sur bois lisse sec » et un coefficient « caoutchouc mouillé sur bois
rugueux ».
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e Puissance des forces de contact.
La définition générale de la puissance s’applique, on a donc :

B —
P = (N + T)-?IGS = T.ngi&

~ — .
car N est normale et vy, tangentielle.

En particulier dans le cas du non-glissement, 7911-5. est nulle et donc P aussi; il faut
insister la-dessus car le point de contact se déplace et 'on a un travail nul avec un dé-
placement non-nul. L’apparent paradoxe se résout en remarquant que le point de contact
n’est pas un point matériel fixe (méme explication que pour la dérivation temporelle de la
vitesse de glissement, cf supra). Pour éviter une erreur grave dans 1’étude énergétique, on
considérera comme un tabou absolu de parler de travail? en mécanique du solide; a la
place, on utilisera le concept de puissance. Retenons :

Les forces de contact ont une puissance nulle en cas de non-glissement.

e Ameélioration du modéle simple.

Le modéle simple n’explique pas qu'une boule qui roule sans glisser sur un plan hori-
zontal ou qu’une boule posée sur un plan horizontal et qui pivote sur elle-méme finissent
par s’arréter. C’est qu’en fait le contact prétendument ponctuel ne 'est pas : la boule et
le sol se déforment au niveau du point de contact théorique, de fagon certes minime mais
assez pour créer une petite zone de contact. La force de contact n’est plus localisée au
point de contact théorique (on le notera toujours I) et son moment en I n’est donc plus
forcément nul. Pour décrire 'interaction, on donne donc la force décrite par les lois de
COULOMB détaillées ci-dessus et le moment en I, noté T (pour ceux qui préférent les tor-
seurs, on modélise par une force localisée en I et un couple ?) que 'on décompose en une
composante normale ? N appelée moment ou couple de résistance au pivotement et une
composante tangentielle I'r moment ou couple de résistance au pivotement qui vérifient
les lois suivantes, appelées elles aussi lois de COULOMB :

Pour le couple de résistance au roulement ?T,
— ¢’il y a roulement, c’est-a-dire que la composante tangentielle du vecteur rotation,
notée W, est non nulle ce qui, en dehors de la statique, est le cas le plus fréquent
— sa direction est celle de W et son sens opposé.
— son module est égal & h Hﬁ” ol h, homogéne a une longueur, est le coefficient de
résistance au roulement et N la composante normale de la force de COULOMB
5. N = - . .
— §’il n’y a pas roulement, soit W = 0, ce qui, en dehors de la statique, est rare
— sa direction et son sens sont inconnus.

2. Un des théorémes que mes éléves apprenaient sans probléme est qu’en sciences physiques, le travail
est interdit.
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-
— son module est au plus égal & h||N|| ou h est le coefficient de résistance au roule-
ment

Pour le couple de résistance au pivotement T N,
— ¢’il y a pivotement, c¢’est-a-dire que la composante normale du vecteur rotation, notée
W N, est non nulle
— son sens est opposé a celui de W .
— son module est égal a k HﬁH ot k, homogéne a une longueur, est le coefficient de
résistance au pivotement et N la composante normale de la force de CoOUuLOMB
— §'il n’y a pas pivotement, soit Wy = 0
— son sens est inconnu. .
— son module est au plus égal & k || V|| ou k est le coefficient de résistance au pivo-
tement

On n’utilise le modéle amélioré que si le modeéle simple conduit, dans le cadre de ce que
I’on étudie, & des conclusions contraires & ’expérience.

3.e Cas d’un contact non ponctuel.

Si le contact est non ponctuel, on peut décomposer I'interaction totale comme somme
d’interactions quasi-ponctuelles sur des surfaces infiniment petites. On peut remplacer les
composantes normales, toutes dans le méme sens par un vecteur unique de méme sens
et les composantes tangentielles par une composante tangentielle unique, mais les points
d’application de ces sommes sont des inconnues du probléme. Si le calcul donne un point
d’application de la composante verticale totale en dehors du « polygone de sustentation »
ce n’est pas possible? et il faut comprendre que le solide bascule (voir le paragraphe 4.c
p. 17). L’adaptation rigoureuse des lois de COULOMB est délicate car & deux dimensions
pour les composantes tangentielles, le module (la norme) de la somme n’est pas la somme
des modules. Cela dit, les lois du frottement sont approximatives et peu reproductibles;
admettre que les composantes tangentielle et normale totales vérifient les lois de COULOMB
est une bonne approximation.

4 Statique du solide.

4.a Les lois de la mécanique en échec.

Soit un solide au repos. Les vitesses de tous ses points et son vecteur rotation sont nuls
donc tous ses éléments cinétiques, quantité de mouvement, moment cinétique et énergie

3. S’inspirer de la démonstration qui, dans le chapitre B-VIII, permet d’appliquer le poids total au
centre de gravité et qui fait apparaitre une structure de barycentre & coefficients tous de méme signe ; pour
toute droite qui laisse d’un méme coté tous les points de contact, leur barycentre est de ce coté. On laisse
au lecteur le soin de se convaincre & partir de 1a du lien avec le polygone de sustentation et d’établir la
signification de ce terme.
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cinétique, sont nuls ainsi que la puissance des actions extérieures.

Le théoréme du centre de gravité nous apprend alors que la somme des forces extérieures
est nulle et le théoréme du moment cinétique nous apprend que la somme des moments
dynamiques extérieurs est nulle, ce qu’il suffit d’expliciter en un seul point ; le théoréme de
I’énergie cinétique ne nous apprend que 0 = 0, ce qui est tautologique en diable.

Tout semble donc se présenter sous les meilleurs auspices mais cela va vite s’avérer
décevant : dans la quasi-totalité des cas, le probléme n’a pas une solution unique.

Prenons un exemple simple : une tige rectiligne homogéne d’épaisseur négligeable, de
masse m, de centre de gravité G situé en son milieu, est posée sur un sol horizontal en un
point A et contre un mur vertical en un point B; les points A et B sont ici des données
du probléme. Elle n’est soumise qu’a trois forces, son poids m g localisé en G, la réaction
du sol qui est une force ]_%> 4 localisée en A et la réaction du mur qui est une force ﬁ B
localisée en B et la symétrie du probléme autorise & penser que ces trois forces sont dans
le plan vertical passant par la tige. Ceci est résumé dans la figure 4 p. 14.

FIGURE 4 — Une tige contre un mur.

Le fait que le solide ne soit soumis qu’a trois forces coplanaires permet une résolution
graphique qui illustrera mon propos simplement sans le noyer sous les calculs. Appelons M
le point d’intersection de la verticale paralléle & m g passant par G et de la droite passant
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N
par A et paralléle & R 4. Le moment dynamique total, calculé en M est nul, donc :

—_— = —_— = — — —
MAANRA+MBARg+MGAMT =0

—_ — _— — . 2 N N —
Or MAA R4 et MG A'm ¢ sont nuls car par construction MG est paralléle a m g et
MA & R4 donc MB A Rp est lui aussi nul, M B est paralléle & Rp, M appartient a la
—
droite passant par B et paralléle & R g. Sur la figure les trois forces sont donc concourantes.

La somme des trois forces est nulle donc :
— —
-m ? =Rs+ Rp

Si ’on dessine comme sur la figure, les trois vecteurs en M, cela revient & décomposer le
vecteur —m ¢ sur deux axes M A et M B, en tracant les paralléles a ces axes par I'extrémité
du vecteur. Il ne reste plus qu’a quitter la casquette de géomeétre & celle de physicien en
reportant les vecteurs obtenus en A et B.

Oui mais, il reste & trouver la position du point M. 11 est sur la verticale passant
par GG mlheu de AB, ga c’est stir. M A est paralléle & R A dont la composante normale, ici
Vertlcale N Aet et la composante tangentielle, ici horizontale, T 4 vérifient la loi de COULOMB
I T all < fa HN All; on en déduit aisément que R 4 fait avec la verticale un angle inférieur a
a = arctan f4 oul fa est le coefficient de frottement de la tige sur le sol, traditionnellement
appelé angle de frottement. Le point M se trouve donc & l'intérieur d’un céne de sommet
A d’axe vertical et de demi-angle au sommet «, soit, puisqu’on est dans un plan, dans le
diédre de sommet A, de bissectrice verticale et de demi-angle «, dessiné en orange sur la
figure. Pour des raisons identiques, le point M se trouve aussi & I'intérieur d’un diédre de
sommet B, de bissectrice horizontale et de demi-angle 5 = arctan fp ou fp est le coeflicient
de frottement de la tige sur le mur, pas forcément identique & celui avec le sol, dessiné lui
aussi en orange.

Le point M doit donc se trouver a l'intérieur du quadrilatére contenu dans les deux
diédres et dessiné en rose sur la figure et sur la verticale de G, soit sur le segment (s'il
existe) de cette verticale contenu dans ce quadrilatére et dessiné en rouge. Il y a autant
de solutions au probléme que de points sur ce segment soit une infinité et il n’y a aucune
loi supplémentaire & exploiter dans le cadre strict de la mécanique du solide parfait. Le
probléme est dit hyperstatique et rares sont les problémes qui ne le soient pas, si rares qu’il
ne sont pas significatifs et qu’on n’en exhibera pas. Pour résoudre un probléme hypersta-
tique, il faudra tenir compte des déformations du solide et des lois de I’élasticité qui les
relient aux forces subies; un tel probléme n’est donc pas un probléme de mécanique du
solide mais d’élasticité du solide.

Remarque : si la tige est accotée plus bas, c’est-a dire que B est plus bas et surtout A
plus & droite, le quadrilatére « autorisé » se déforme et surtout se décale vers la droite deux
fois plus que la verticale de GG; il arrive donc un moment ou cette verticale ne traverse plus
le quadrilatére et ’équilibre n’est plus possible, la tige glisse en A vers la droite et en B
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vers le bas?.

4.b Phénomeénes d’arc-boutement.

Soit le dispositif décrit ci-aprés, quelque peu improbable, je le concéde, mais qui permet
une explication simple et claire. Une sphére homogéne de centre O de rayon R et de masse
m est maintenue plaquée en un point I contre un mur vertical par un dispositif quelconque
accroché au mur en un point A et exercant une force R paralléle & OA®; on appelle a
Iangle TOA. On essaie de faire tourner la sphére en exergant au point J diamétralement
opposé a I une force F), supposée connue, verticale vers le bas. Le « but du jeu » est de
montrer que si « est assez petit, cette mise en mouvement sera impossible et donc 1’équilibre
toujours possible. Le mur exerce en I une réaction décomposée en une composante normale
N vers la droite (axe Ox) selon la loi de COULOMB et une composante tangentielle T
comptée positivement vers le bas (axe Oz). Tout ceci est résumé par la figure 5 p. 16.

47
A ~

R
J MEIANNY S,
_ N‘mg X
TY 2

FIGURE 5 — Arc-boutement.

— — — — =
Onnote FF = —Fe,, N=Ne,, T :fTe_;etR:R%. Le poids est m g =
. lOA]
—-mge,.

A l’équilibre la somme des forces est nulle ce qui donne par projection sur les axes les
deux relations suivantes :

Rsina—T—-F—-mg=0
N —Rcosa=0

- —
La somme des moments en O est nulle, ceux de R, N et m ¢ sont nuls car ces forces
; —_ s — = N
sont appliquées en O ou leur « support » passe par O ; il reste donc OIANT +OJAF = 0
dont on déduit aisément :
T=F

4. le bas... daboum ?

5. on peut imaginer la sphére montée sur un axe perpendiculaire a la figure et passant par son centre,
cet axe lui-méme articulé sur un étrier semi-circulaire contournant la sphére et accroché en son milieu &
un fil accroché en A.
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On en déduit, en fonction des données que sont m g et F, les forces inconnues :

T=F

_ 2F+
R = sinZ}g -

_ _ +m
N = (s:?r?g (2F+mg)— tanag

L’équilibre n’est possible, en appelant f le coefficient de frottement de la sphére sur le
mur, que si T' < f N soit :
2F +mg mg
tana < f ———— =2 <1+—>
/ F / 2F
donc, si a est inférieur a arctan(2 f), la condition d’équilibre est toujours vérifiée, quelle
que soit la valeur de F', et 'on ne peut faire tourner la sphére de cette facon. On dit qu’il
v a arc-boutement.

L’application la plus connue de ce phénoméne est la vis ou le boulon, que on peut
enfoncer en exergant sur elle ou lui non pas une force verticale (coup de marteau) mais un
couple (tournevis ou clef), et qui donc ne peut pas se desserrer spontanément. L’explication
demande toutefois pour le rédacteur un dessin en coupe et en perspective qui soit lisible
et pour le lecteur une habitude de lecture en trois dimensions, épargnons-nous cela.

4.c Exemple de contact non ponctuel.

La figure 6 p. 17 montre une caisse parallélépipédique de hauteur 2 h, de longueur 2 ¢,
de centre de gravité GG, de masse m, posée sur le sol. On exerce sur elle une force horizontale
F en un point A au méme niveau que G. La force de contact avec le sol s’exerce en un
point I inconnu de la surface de contact, a une distance = en avant de 'aplomb de G (par
exemple, c’est ici pour faciliter les calculs), sa composante normale est N et sa composante
tangentielle est T

=
v

G A

mg

AN

ol

FIGURE 6 — Se remuer la caisse.

A Téquilibre la somme des forces est nulle d’oul par projection N =mget T = F et le
moment cinétique en G est nul d’ou x N = h'T soit encore xmg = h F.

Si f est le coeflicient de frottement, la condition de non-glissement est 7' < f N soit
F < fmg. Par ailleurs, la condition de non basculement est (voir le paragraphe 3.e p. 13)
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x < £ soit F' < nge. En augmentant progressivement F' & partir de zéro et faute d’avoir

pensé & mettre un casque de chantier, on aimerait que la caisse glisse sans basculer au lieu
de basculer sans glisser. Pour cela il faut que la géométrie de la caisse vérifie ¢ la condition

L> .
4.d La statique peut se cacher derriére la dynamique.

Une platine en rotation uniforme & la vitesse angulaire w autour d’un axe vertical Oz
fait tourner le support vertical confondu avec Oz d’une tige homogéne de masse m de
longueur [ pouvant tourner, grace a une liaison parfaite, autour d’un axe horizontal Oy au
sommet du support et entrainé dans le mouvement de rotation. On étudie la possibilité
que la tige s’écarte d'un angle 6 fixe sous l'effet de la force centrifuge, aprés un régime
transitoire de mise a ’équilibre. La situation est résumée par la figure 7 p. 18.

FIGURE 7 — Pendule en rotation.

On se place dans le plan tournant Oxzz dans lequel évolue la tige. Dans ce plan, il
y a équilibre relatif et I’on peut donc appliquer les lois de la statique, en n’oubliant pas
la force d’inertie d’entrainement et en remarquant qu’a 1’équilibre relatif, il n’y a pas de
vitesse relative donc pas de forces de CORIOLIS. La somme des moments dynamique en
O est nulle, celui exercé par la liaison parfaite est nul par définition, celui du poids m ¢
appliqué a mi-longueur a pour projection sur 'axe de la liaison —m gé sin @ et pour celui
des forces d’inertie, on procéde par intégration. Un segment de longueur dr donc de masse
dm = mld’", a une distance r du point O donc p = r sin 6 de ’axe, subit une force centifuge
radiale de module dF = dm pw? = %oﬂ sinfrdr et de moment projeté sur I'axe de la
liaison égal & r cos O dF = 77 w? sinf cos@r? dr d’ou par intégration de r =0 a r = [, un

moment tota w? sin 6 cos .

La condition d’équilibre est donc :

2 2
ml . mgl . ml
0= ——w?sinf cosf — sinf = — (w?
3 3
6. A force de se prendre des armoires normandes sur le crine, on finit par visualiser cette condition
sans calculette.
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qui a deux solutions possibles, sin 1 = 0 soit §; = 0 qui existe toujours et cos fy = 2:;’ fj 5

qui donne une solution en # uniquement si w > w, = 1/%.

Dans le cas o il y a deux solutions, il est intéressant d’en discuter la stabilité et
la méthode énergétique est particuliérement adaptée a la discution. L’énergie potentielle
de pesanteur, avec origine en O est By = mgzg = —mg% cosf et a la force radiale
élémentaire dFF = dm pw? correspond une énergie potentielle élémentaire (attention au
signe, ce n’est pas une force de rappel) dFE,; = —% dm p?w? = —% T w? sin? 6 r% dr dont
Iintégration conduit a Fy = —% m 1% w? sin? § pour une énergie potentielle totale :

1
E = —mgy cosf — éml2w2 sin” 0

Les équilibres, stables ou instables sont obtenus pour une énergie minimale soit % =

ce qui redonne bien str I’équation précédente (avec inversion des signes) et la dérivée
seconde est :

d’F l 12 l 12
e % cosf — mTwz (cos® 6 — sin? ) = —1—% cos + mTaJQ (1 —2 cos?6)
Pour 8 =6, =0, on a ‘3127? = ngl — mTﬂwQ qui est positif (stabilité) pour w > z—?

(on retrouve la valeur charniére précédente) et négatif (instablité) sinon.
Pour 0 = 65, si cette valeur existe (w > w.) en mettant ((1127? sous la forme sous la

2
forme suivante : ngl (cos 0+ %z (1 — 2 cos? 0)) et cos 03 sous la forme %, en posant enfin
X —
positi

2 . . < a2 .
on arrive, dans ce contexte o X > 1, a L& = mgl (X — %) en 0 = > qui est

o a6z ~ "2
f (stabilité).

FI1GURE 8 — Régulateur de Watt.

Le régulateur de WATT (voir figure 8 p. 19), inventé par le physicien éponyme ’ pour

7. Seule une personne qui donne son nom a quelque chose est qualifiée d’éponyme et non la chose.
Dans une étude sur Fugénie Grandet, on peut parler d’héroine éponyme. Par contre, la phrase « Eugénie
Grandet, dans le roman éponyme » est une faute grossiére que 1’on rencontre trop souvent ; on doit dire le
roman homonyme.
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réguler le régime des machines & vapeur, fonctionne sur ce principe. Il comporte deux tiges
symétriques alourdies par des masselottes qui lorsqu’elles s’écartent trop entrainent vers
le haut, par I'intermédiaire d’un parallélogramme déformable une tringlerie de commande
qui diminue le débit de vapeur injecté dans la machine et la ralentit donc.

5 Mouvements autour d’un axe fixe.

5.a Mouvement pendulaire.

Soit un pendule articulé sur un axe horizontal Oy, O étant choisi de sorte que le plan
Ozzx contienne le centre de gravité GG; Oz est vertical descendant. On note 0C = a€,,
€9 =€y A€, etflangle orienté (O_zi, @) La liaison est supposée parfaite et exerce
sur le pendule une force F supposée appliquée en O ; le poids M g e . s’applique en G. La
situation est résumée par la figure 9 p. 20.

-t

FIGURE 9 — Pendule pesant.

La position du pendule est définie par la donnée du seul scalaire 6, c’est un systéme a
un seul degré de liberté et il suffit d’'une seule équation scalaire pour mettre en équation le
probléme ; dans cette situation, le théoréme de I’énergie cinétique s’impose. En appelant
J le moment d’inertie du solide par rapport a Oy, I’énergie cinétique est alors égale a
(1/2) Jw? = (1/2) J6%; le poids dérive de I'énergie potentielle —M g zg = —M ga cos 6
(avec un signe moins car ’axe vertical est descendant). Enfin la puissance de la force de
liaison est nulle, donc :

d ]. '2
— (= - M =
T <2J9 gacosﬁ) 0

d’ou )
§J92—Mga cosf = Cte
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la constante étant déterminée par les conditions initiales. Par exemple, si, 4 ¢ = 0, on
af=0etf=uwy, alors :

1. 1
§J€2—Mgacosc9:§Jwg—Mga

Ce type de relation est encore une équation différentielle mais d’ordre un et non plus
deux, on I'appelle intégrale premiére du mouvement®

En dérivant par rapport au temps, on tire :

JOO+ Mgasingf =0

soit en simplifiant par 6 :

JO=—-Mgasinf

équation que l’on obtiendrait directement par application du théoréme du moment
cinétique en O et projection sur ’axe.

Malheureusement, on ne sait pas résoudre explicitement ces équations différentielles?.
Il ne faudrait surtout pas considérer cela comme un échec car il existe des algorithmes trés
performants de résolution d’équations différentielles et un traitement informatique permet
d’étudier la solution. Par ailleurs, méme si ’on ne sait rien expliciter en fonction du temps,
on peut le faire en fonction de la position de 6, ce qui n’est pas si mal'?; pour la vitesse
et I'accélération, c’est déja fait puisqu’on dire des relations qui précédent :

0= :l:\/wg — 2]W%(l — cosf)

0 = —Mjgasin9

On peut méme calculer la force de liaison en fonction de la position de 6 par :

—

?+M9?Z:M%:Ma(§?g—92?r)

8. On n’oubliera pas de remarquer que si (1/2) J w3 > 2 M ga le pendule arrive en haut (6 = ) avec
une vitesse angulaire résiduelle w; telle que (1/2) Jwi = (1/2) Jwi — 2M ga et le pendule a alors un
mouvement toujours dans le méme sens et sinon, il a un mouvement alternatif d’amplitude 6,, telle que
(1/2) Jws = M ga (1 — cosbn).

9. Le classique « si ¢’était vrai, ¢a se saurait » est pour une fois un argument recevable : les mouvements
pendulaires sont connus depuis Galilée (la légende raconte qu’il les étudiait en cathédrale de Pise, avec
son pouls comme chronométre) et si 'on avait trouvé une solution, il y aurait longtemps qu’elle serait
enseignée ; or vous ne l'avez jamais rencontrée, cette solution.

10. On ne sait pas quand le pendule passera en tel point, mais quand il y passera, on sait déja quelles
seront sa vitesse et son accélération.
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En reportant les résultats précédents et en projetant €, sur la base locale, la valeur
[
de F' est :

—
F=...
M 2M
—~ Mg(cosO€, —sinf€y)+Ma [— asinﬁ?e— (wg—ﬂ(1—0089)> ?r:|
M a? M a?
R —MgCOS@—Maw%—I—QMg a (1—0089)] €+ Mgsinh [1— Ja ] €0

L’essentiel a été dit. On reviendra plus en détail sur les mouvements d’oscillation dans
le cours mécanique vibratoire et ondulatoire (chapitre D-I).

5.b Equilibrage d’une piéce tournante.

Soit un solide de masse M, mis en rotation, par un dispositif moteur non précisé, a
vitesse angulaire constante w autour d’un axe fixe (par rapport au solide et par rapport au
laboratoire) choisi comme axe Oz, le vecteur rotation est donc @ = w € .. En pratique, le
solide est maintenu par deux liaisons parfaites centrées en des points A et B de ’axe. Pour
alléger les calculs, on suppose que le centre de gravité du s_o)lide es_t) dans le plan médiateur
de AB. On modélise ’action des liaisons par deux forces F' 4 et F'g localisées en A et B ;
on suppose pour alléger les calculs que le poids du solide est négligeable (vérification en
fin de calcul).

e La situation idéale.

On suppose d’une part que le centre de gravité G est sur I'axe (donc avec notre hy-
pothése simplificatrice, au milieu de AB) et d’autre part que 'axe Gz est un axe princi-
pal de la matrice d’inertie du solide de sorte que le moment cinétique calculé en G soit
o = Ja.w €, et soit donc un vecteur constant (on rappelle que 1’on suppose ici que w
soit constant). La situation est résumée par la figure 10 p. 22.

FI1GURE 10 — Piéce tournante équilibrée.

Le centre de gravité GG est sur I’axe et donc immobile, le théoréme du centre de gravité
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nous apprend donc que :

— —
donc F g =—F4.
Le théoréme du moment cinétique appliqué au centre de gravité G nous apprend que :

d7o ¢ i~

— = — =
GANFA+GBANFpg= a 0

. — —
soit en reportant F'p=—F 4 :

—_— = —

— — — =
0 =GAANF,—GBANF,,=BAANF4

donc F A est paralléle & AB donc a ’axe. On ne peut aller plus loin (voir le paragraphe 4.a
p. 13 sur les dispositifs hyperstatiques) sans savoir comment sont congues les liaisons. Dans
la pratique, si les liaisons sont bien congues, F 4 et donc F g sont de l'ordre du poids et
donc négligeables.

Résumons : dans la situation idéale, les forces exercées par les liaisons sur le solide donc
par réaction les forces exercées par le solide sur les liaisons sont négligeables et les liaisons
ne souffrent pas.

¢ Equilibrage statique.

On suppose cette fois que le centre de gravité n’est plus sur I'axe, se projette sur celui-ci
en O milieu de AB et I'on notera, en coordonnées cylindriques que OG = a € ,.. Par contre,
on suppose toujours que ’axe Oz est un axe principal de la matrice d’inertie du solide de
sorte que le moment cinétique calculé en O soit 0o = Jo.w €, et soit donc un vecteur
constant. La situation est résumée par la figure 11 p. 23.

FI1GURE 11 — Equilibrage statique.

Le moment cinétique, calculé cette fois en O, est ici aussi constant et puisque 'on a ici
— —
OB =-0A":
do g i~
dt

— = — =
GANFA+GBAFp=
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_— = =

— — = — =
0 :GA/\FA—GA/\FB:OA/\(FA—FB)
— — L.

donc F 4— F p est paralléle a I'axe et, comme plus haut, faute de connaitre les liaisons,

nous admettrons que si elles sont bien congues, cette différence est de ’ordre du poids donc
— —

négligeable, d’ot F'g = F' 4. De toute fagon, la suite fera apparaitre des composantes
radiales, en plus de cette inconnue axiale, et ce sont elles qui sont dramatiquement élevées.

Dans ce contexte, G a un mouvement circulaire uniforme d’accélération connue et non
nulle : .
dv¢a

T :—Maw2?r:?A+?B%2?A

M

d’out

— —
Fpr~ Fia~—-=-Maw’e,

N

que 'on va comparer au poids P=M g par

— — 9
1 Fsl  IFs] _aw
— = —
Mgl Migl 29

Par exemple pour un vilebrequin de voiture tournant a six mille tours par minute soit
cent tours par seconde, soit w = 100 - 27 et avec g = 8,1 m - s~2, le rapport au poids des
forces sur les liaisons, pour un décentrement a d’un millimétre est de 'ordre de 20, c’est
beaucoup.

Remarque : 11 est aisé de vérifier que G est sur 'axe en débrayant le dispositif moteur.
Si oui, le solide est en équilibre indifférent, sinon, il tourne jusqu’a ce que G soit en dessous.
Un dispositif statique suffit pour la vérification d’ott le nom d’équilibrage statique.

¢ Equilibrage dynamique.

On suppose cette fois que le centre de gravité G est & nouveau sur ’axe au milieu de
AB mais cette fois Gz n’est plus axe principal de la matrice d’inertie. Le vecteur rotation
— 2 . N ., .

w €, porté par Oz est fixe par rapport au solide. Comme dans un repére lié au solide
le moment cinétique est produit de la matrice d’inertie et du vecteur rotation constant,
c’est un vecteur fixe par rapport au solide qui tourne donc par rapport au laboratoire. La
situation est résumée par la figure 12 p. 25.

Le centre de gravité G est sur 'axe et donc immobile, le théoréme du centre de gravité
nous apprend donc que :

— —
donc Fg=—F4.
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FIGURE 12 — Equilibrage dynamique.

Le théoréme du moment cinétique appliqué au centre de gravité G nous apprend que :

ds
— —

soit en reportant F g = —F 4 :
— — — — —_— = d?G
GANFA,—GBANFA,=BANF, = N

Plutot que d’utiliser, parce qu’on I’a oubliée par exemple, la formule de changement de
—  —

N
référentiel pour la dérivée d’un vecteur qui donnerait ici dg—tc = w A 0 g, on peut écrire :

—
(o

— — — —
cg=0,€,+to, €, =Jwe,+Jwe,

N — . s s 2 . N — PIREN
ou seul €', varie avec une dérivée temporelle égale classiquement & w €y, d’ou, en
—
—
notant AB =17, :

d?g — — N
T ww? €g=BANF s=1€,NFa
. 1 J.r 92— A — N s
qui a pour solution F'4 = == w” €', a une constante selon €, prés que nous considé-

rerons négligeable comme dans les deux cas précédents. La encore les forces exercées par
le solide sur les liaisons croissent comme le carré de la vitesse de rotation et sont donc
dangereuses & haut régime.

Remarque : la vérification que Gz est axe principal ne peut se faire qu’en faisant tourner
le solide assez vite mais pas trop et en mettant en évidence ces forces par des capteurs
appropriés. C’est pourquoi l'on parle d’équilibrage dynamique.
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6 Mouvement d’un solide posé sur un support.

6.a Mouvement avec symétrie par rapport a un plan fixe.
e Conséquences de la symeétrie.

Supposons que la forme d’un solide, la répartition de ses masses, la forme du support
sur lequel il est posé et les conditions initiales permettent que le mouvement se fasse avec
un plan de symétrie indépendant du temps. Une premiére conséquence immeédiate est que
le centre de gravité appartient & ce plan, une seconde, tout aussi immédiate est que le
vecteur poids appartiennent a ce plan donc que le plan est vertical ; on le choisira comme
plan xOz avec Oz vertical, par exemple descendant.

De fagon plus générale toutes les grandeurs vectorielles vraies auront une symétrie
par rapport & ce plan ce plan; c’est le cas des vitesses, des quantités de mouvement, des
forces et les théorémes faisant intervenir de vrais vecteurs, comme le théoréme du centre
de gravité n’auront que deux projections non nulles (je veux dire donnant autre chose que
0 = 0) sur Oz et Oz. Par contre, tous les pseudo-vecteurs ! seront orthogonaux au plan
de symétrie, donc paralléle & Oy ; c’est le cas du vecteur rotation, des moments cinétiques
et des moments dynamiques et les théorémes faisant intervenir de tels pseudo-vecteurs
n’auront qu’'une seule projection non nulle, sur Oy.

Le mouvement d’un solide est connu dés que 'on connait son vecteur rotation (une
seule composante non nulle) et la vitesse de son centre de gravité G (deux composantes
non nulles), ce qui donne trois inconnues mais le support impose une contrainte sur la
position de G qui, en pratique, en supprime une; il reste donc deux inconnues pour le
mouvement. La force de contact (deux composantes non nulles) est aussi une inconnue
(voir paragraphe 3.d p. 10), ce qui porte le nombre d’inconnues a quatre.

Pour résoudre le probléme, la mécanique nous donne deux théorémes, celui du centre
de gravité (deux projections) et celui du moment cinétique (une projection) donc trois
équations; il en manque une qui ne peut pas étre fournie par le théoréme de I'énergie
mécanique car celui-ci se déduit des deux autres.

L’équation manquante peut étre donnée dans le cas de glissement par le lien entre
composante tangentielle et normale (lois de COULOMB au paragraphe 3.d p. 10) et dans
le cas du non glissement en exprimant que la vitesse du point de contact est nulle, ce qui
donnera une relation entre vitesse du centre de gravité et vecteur rotation.

On a donc autant d’équations scalaires que d’inconnues scalaires ; les vents sont favo-
rables, levons 'ancre! On a choisi un exemple classique qui permet d’explorer toutes les
facettes de ce type de situations.

11. dont la définition, & partir de vrais vecteurs utilise un produit vectoriel.
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¢ Exemple du roulement d’une sphére dans un cylindre creux.

Une sphére pleine, homogéne, de masse m, de rayon a, de centre C, de moment d’inertie
J = %ma2 par rapport a 'axe C'y roule sans glisser a I'intérieur d’un cylindre fixe creux
de rayon R, de centre O et d’axe Oy. Oz est la verticale descendante et Ox horizontal et
orthogonal & I’axe. On note 6 'angle orienté entre Oz et OC' et ¢ I'angle dont tourne le
cylindre mobile dans le repére barycentrique Cxyz. On appelle I le point de contact entre
la sphére et le cylindre, N=-N e, et T =T eg les composantes normale et tangentielle

de la force exercée par le cylindre fixe sur la sphére (cf figure 13 p. 27).

o
=
™

X

T

Yz Ting

FIGURE 13 — Sphére dans cylindre creux.

La position de C' est donnée par 6 et la rotation de la sphére par ¢, les deux variables
de mouvement sont identifiées et les variables de la force de contact sont N et T

¢ Hypothése de non-glissement.
Attention, si ’on se fie & son intuition, on se trompe aisément en considérant tacitement
et fautivement que ¢ est compté & partir de C'I et non de Cz.

Le vecteur rotation est identique dans le référentiel barycentrique et dans le référentiel
du laboratoire. Par définition, dans le premier donc aussi dans le second, il vaut w = @e—;

Il n’y a pas de glissement en I, donc par définition du non-glissement, v; = 0

Le point C' décrit un cercle de centre O, de rayon (R — a) et sa position est repérée par
'angle #, donc classiquement, en introduisant la base locale formée de €., vecteur unitaire
de OC, radial et ey orthoradial, v& = (R — a) 0 e

La formule de changement de point, pour le champ des vitesses du cylindre mobile,
donne successivement :



e Résolution énergétique.

La relation précédente réduit a un seul le nombre d’inconnues du mouvement et le
non-glissement a pour autre conséquence que la force de contact inconnue a une puissance
nulle. Dans ces conditions, 'utilisation du théoréme de I’énergie cinétique ou mieux de son
cousin celui de I’énergie mécanique en utilisant 1’énergie potentielle de pesanteur, s’impose.

Pour la sphére de centre de gravité C et en rotation autour de l'axe fixe C'y dans son
référentiel barycentrique Cxyz, on a

1 L1 1
Eczimv%—l—EC:gmv%-i-isz
Iciw:gb:—Rg“éetv_C):(R—a)ée_éetenﬁn,]:%mazd’0i1:
1 1. ., 1 o 1 (R—a)? 7 :
Eczimv%—l—iJcp?:im(R—a)QHQ—i—gmaQTHQzl—om(R—a)zﬂz

par ailleurs, avec un axe vertical descendant (attention au signe), I’énergie potentielle
de pesanteur est :

Ep=—-mgzc=-mg(R—a) cosf

— =

La seule autre force subie par le cylindre mobile est la force de contact N + 1", appliquée

au point I de vitesse nulle puisqu’il n’y a pas glissement ; sa puissance est donc nulle et il
y a conservation de I’énergie mécanique, soit

7 .
Em(R—a)292 —mg (R —a) cosf = Cte
En dérivant par rapport au temps, on trouve

gm(R—a)2§9+mg(R—a) sinf6 =0

Soit aprés simplifications par 6, m, (R-a),

I

m Slﬂ@
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e Période des petites oscillations.

Si au cours du mouvement 6 reste petit alors sinf =~ 6 et

0=——-"90
7(R—a)
. o : 59 -
qui donne un mouvement sinusoidal de pulsation 2 = m et de période
—a
T = 2 -9 M
Q 5¢g

Le cas de plus grandes amplitudes sera traité dans le cours de physique vibratoire et
ondulatoire au chapitre D-I.

e Nature du mouvement le plus général. Approche énergétique.

Alors que 6 = 0, on communique a la sphére une vitesse angulaire 0 = wy. A quelle
condition le cylindre peut-il faire un tour complet ?

La conservation de I’énergie et les conditions initiales conduisent &

7

ﬁm(R—a)QGQ—mg(R—a) cos@zlm(R—a)2w(2)—mg(R—a)

10

soit apreés dérivation et simplification par 6

gm(Rfa)Zéqug(Rfa) sinf =0

Aucune de ces équations ne peut étre résolues explicitement ; par contre elles donnent
respectivement une relation entre ’accélération angulaire et la position angulaire et entre
la vitesse angulaire et la position angulaire :

. 10¢g
2 2
N 1
0 = w; T(R—a) (1 —cosb)
0= 71 ) sin 0

Une premiére condition pour que le cylindre arrive en haut (et fasse donc un tour com-
plet) est qu'il ait I’énergie suffisante pour le faire. Quand il monte, son énergie potentielle
augmente et son énergie cinétique diminue. Si cette derniére s’annule avant d’arriver en
haut, le cylindre s’arréte puis redescend et amorce un mouvement pendulaire périodique;
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par contre, si elle reste positive jusqu’en haut, le cylindre tourne toujours dans le méme
sens.

La charniére entre les deux comportements est obtenue quand 1’énergie cinétique, et
donc aussi 2, s’annule exactement pour 6 = 7 soit cos§ = —1, c’est a dire, selon la relation
donnant 62 en fonction de @, pour une valeur wy de wy égale & :

20¢
7(R—a)

w1 =

En deca de cette valeur, le cylindre s’arréte pour 'angle 6 qui annule 62, soit

109 —7(R—a)wi
10g¢g

01 = arccos <

e Condition de non-décollement.

Les conclusions de I’étude énergétique supposent que la sphére ne décolle pas, pour
cela il faut la composante normale de la réaction du support ne s’annule pas (voir les lois
de COULOMB au paragraphe 3.d p. 10); on la calcule a partir du théoréme du centre de
gravité appliqué au cylindre.

mac= ﬁ + ? +m ?
soit en projection sur les directions radiales et orthoradiales :
—m(R—a)6?=—N+mg cost
m(R—a)f =T —mgsinf
On en déduit, en reportant les résultats obtenus plus haut et donnant 62 et  en fonction

de 6

9 10¢ 17(:080—10+ 9

N =mgcosf+m(R—a) wo—m(l—cos@ =mg - m(R—a)w;

T=mgsinf+m(R—a) sin9:7mgsin9

g
7(R—a)

Le premier résultat montre que la valeur de N décroit de § = 0 & § = 7. Si elle ne
s’annule jamais le cylindre ne décolle pas et les conclusions de I’étude énergétique restent
valables ; sinon le cylindre décolle et quitte la piste, on assiste alors & une chute libre.

La charniére entre les deux comportements est obtenue quand N s’annule exactement
o s o S , N _ 27g
pour 8 = 7 soit cosf@ = —1, c’est & dire pour une valeur wy de wqg égale & wy = 4 /m
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En deca de cette valeur, le cylindre décolle pour 'angle 6> qui annule N, soit

17 05 — 10
Ozmgm%+m(}2—a)w§

_ 2
10—1700592:M

g
_ _ 2
@9 = arccos 10g = 7(R - a)wy

17¢

Pour que le cylindre puisse arriver en haut sans décoller, il faut wy > wy et wy > woa;
or wy > wi, la condition pour que le mouvement puisse étre toujours dans le méme sens
est donc wg > wo.

Pour w1 < wy < we, le cylindre a I’énergie suffisante pour arriver en haut mais il décolle
avant.

Pour wy < wq, le cylindre n’a I’énergie que pour aller en #; mais il peut décoller en 6 ;
reste & savoir si f peut étre atteint c’est a dire s’il est inférieur a 64

L’étude est facilitée si 'on remarque que cos o = % cos 0.

Ou bien cosf; > 0 (soit 01 < 7/2) alors cosfy = i—g cosfy < cosBy et O > 0 et le
point de décollage n’est pas atteint : le mouvement est alternatif périodique.

Ou bien cosf; < 0 (soit #; > 7/2) alors cosfy = % cosfy > cosfy et Oy < O et le
point de décollage est atteint : le cylindre quitte la piste.

La charniére entre les deux comportements est obtenue quand cosf; s’annule c’est &
dire pour une valeur w3 de wy égale a

10g
7(R—a)

w3 =

En résumé

— pour wy < ws, le mouvement est alternatif périodique.

— pour w3 < wy < wo, le cylindre décolle et tombe en chute libre parabolique et peu
importe si énergétiquement, il pouvait ou non atteindre le point le plus haut.

— pour wg > wo, le cylindre tourne toujours dans le méme sens.

On remarque au passage que la charniére énergétique a w; n’est finalement pas perti-
nente.

e Condition de non-glissement.
L’étude ci-dessus suppose qu’il n’y a pas glissement. Est-ce le cas?
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— —
Si f est le coefficient de frottement, la condition de non-glissement est || 7] < f || N,
soit |T| < f N et en reportant les expressions de N et T en fonction de 6 et pour 0 < 6 <7

12 1 f—1
= myg sinf < fm <g7cos70+(R—a)w§>

_ 2
soit  12sin0< f(TeosO—104+0a) avee a— LD
g

Un résolution graphique s’impose : on trace le graphe des deux membres en fonction

de 6

FIGURE 14 — Résolution graphique.

On a ici tracé (figure 14 p. 32) le graphe de 12 sinf et deux graphes pour le second
membre, avec la méme valeur pour f = 0,5, le premier (celui du haut) avec une valeur de
a plus élevée que pour le second (celui du bas). Dans le premier cas, pas d’intersection et
le mouvement et celui qui a été prévu plus haut. Dans le second, il y a une intersection (a
gauche de I’éventuelle position ot N s’annule donc avant I’éventuel décollement) et a un
moment donné le cylindre commence & glisser; a partir de ce moment 1’étude cesse d’étre
valable.

Remarque : on peut résoudre explicitement 1’équation réécrite

acosh —bsinf = ¢

Successivement

=C

Va2 + b? Y osf— b sin
Va? +b? Va? +b?
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a

Soit ¢ I'angle compris entre 0 et 5 tel que cos ¢ = WL et sing = TR donc tan ¢ =

ou ¢ = arctan(%). On a

C

Va7

cosf cos¢p —sinf sin ¢ =

Cc

va? + b?
c
0 + ¢ = farccos ————
¢ va? + b?

Ces solutions existent si |c| < va? + b%. En y reportant les expressions de a, b et c,
on en déduit une condition sur wg pour que le glissement s’amorce ; ’expression littérale
de la valeur charniére est monstrueuse mais le calcul numérique précis est possible. On
peut aisément poursuivre (surtout numériquement) et en déduire les valeurs de 6 puis de 6
serviront éventuellement & raccorder la solution valable jusqu’au début du glissement avec
la solution qu’on peut réver trouver pour le mouvement avec glissement. On préfére ici ne
pas endormir le lecteur.

cos(f + ¢) =

e Etude du glissement.

Comme plus haut, le théoréme du centre de gravité donne

—m(R—a)6?>=—N +mg cosf
m(R—a)d =T —mg sinf

Ici puisqu’il y a glissement T = +f N, I’étude précédente montre que la limite du
non-glissement est atteinte avec le signe positif. On a donc :

—m(R—a)6?>=—N +mg cosf
m(R—a)f=fN—mgsinf

On multiplie la seconde relation par f et on lui ajoute la premiére, d’ott successivement :
m(R—a)f — fm(R—a)6*>=mg(f cosh —sin6)

. . g .
0— f0?>=—"—(f cosf —sinf
Faute de pouvoir résoudre explicitement cette équation, on cherche un lien entre vitesse
et position. A cet effet, on pose 62 = F(0). Cette idée provient de 1’étude précédente oil
'on avait trouvé un lien entre 62 et 6.

Dérivons 02 = F(0) par rapport au temps : on en tire 2060 = F'(0) 0 soit 6 = F'(0)/2
et ’équation devient
1dF g

QE—fF—R_a(fCOSH—smﬂ)
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qui est linéaire & coefficients constants. L’équation homogéne a des solutions de la forme
Cte exp(2 f0) et 'on cherche une solution particuliére par la méthode des amplitudes
complexes, soit en posant, F' = Re(F expif) :

(5-7) E= 5L, 7+

On en tire 'expression de la solution particuliére comme d’habitude et la constante
multiplicative de la solution de I’équation homogéne sera calculée a partir des conditions
initiales calculées par la méthode exposée plus haut. Bien siir, pour cette phase, on prendra
I'origine des temps au début du glissement. Qu’on me permette de ne pas pousser plus loin
les calculs; I’essentiel a été dit.

e Conclusion.

Cet exemple nous a permis de faire le tour des problématiques de ce genre de situation.
En étudier d’autres n’apporterait rien de plus.

6.b Cas général

On ne peut raisonner simplement que dans le cas d’un sphére pour laquelle tous les
axes étant équivalents, la matrice d’inertie est de la forme :

S O Y
o G o
G o o

d’ou 'on déduit 7’& =Jw.
Soit donc une sphére pleine, homogéne, de masse m, de rayon a, de centre G, de moment
d’inertie J = % ma? en contact avec un sol horizontal ; on note Oz la verticale ascendante,
— —
I le point de contact avec le sol et N = N e, et T paralléle & xOy les composantes normale

et tangentielle de la force exercée par le sol sur la sphére.

Le théoréme du centre de gravité donne :

dva

— —
N+T -myqg =
* ST

En projection verticale, on en déduit (G a une altitude a constante) que N = mg. La
— —
relation précédente se simplifie donc, puisqu’on sait désormais que N —m ¢ = 0 :
dv¢

T
LT
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— —
Le théoréme du moment cinétique au centre de gravité donne, avec N et T appliqués
en [ et le poids en G :

= o2 =R — do* dwo 2 dw

INN INT —-GGA(mG) = G _ gt 222

" (mG) =5 a5 @

N . . A - Y N =T —
d’otlt successivement, puisque GG = 0 et et que N est paralléle 8 GI = —a ¢, :
2 dw
—a?z/\?:gm(LQd—j
— 2  duw

On en déduit que la composante verticale de % est nulle, donc que la vitesse angulaire
de pivotement est constante, dans le modéle adopté ot il n’y a pas de résistance au pivote-
ment (voir les lois de COULOMB au paragraphe 3.d p. 10). Pour la suite nous supposerons
que cette composante est nulle.

Dans ’hypothése du non glissement soit v'; = 6), T et W sont liés par :

— —
7(;:7]+GI/\W :—CL€>Z/\E>

Dérivons puis reportons les résultats des théorémes de la mécanique, simplifions et
utilisons la formule du double produit vectoriel :

d7¢ - AdU
=—ae —
dt dt
1 5
?:—aez/\< ?/\?Z>
m 2ma

2
5?:?ZA(?ZA?)=?Z (T.?z)_cr (€, - €.)=-T

d’ott % T =0,T = 0 puis dé’tc, %—‘2’ nuls et ¥ g et W constants. Bref il s’agit d’un

mouvement uniforme de roulement sans glissement sans intérét.

Par contre, s’il y a glissement, le module de T est connu, c’est le produit de celui
de N soit m g par le coefficient de frottement f et sa direction est celle de v's et de sens
opposé. Le seul probléme est que 7' est inconnue, qu’elle dépend du temps et qu’a priori sa
direction aussi (ce dernier point n’est pas évident a subodorer). Prenons en notre parti en
notant @ (t) (puis u en gardant a I’esprit qu’il varie) le vecteur unitaire dans la direction
et le sens de v’y ; on a donc :

T = —fmgu(t)
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et en reportant dans les résultats des théorémes de la mécanique, aprés simplification

par m
dv —
dtG = _fg U
do 56077
dt

a :—gfgu/\?z

. —
Notons maintenant v'; =
permet d’écrire :

v(t) W (t) (puis v w); le champ des vitesses d’un solide

_%
7[221(75)7(15):Wg—I-IG/\a):?G-Fa?Z/\E)

Dérivons cette derniére relation pour exploiter les résultats précédents, d’oil successi-

vement : d( _)) - o
vu) dug - do
@ @ Mg
dv _, dw N
d—:u%—vd—z——fg_)—gfgez/\(u/\?z)
W o o8 g Y@ (T T - s (€T
dv du 5 7
Eﬂ)+vﬁ_—f97—§f97:—§f97

On se souvient que w (¢) est un vecteur unitaire d’ott @2 = 1 et en dérivant par rapport
d% — 0. donc en multipliant scalairement la

au temps (abstraction faite du facteur 2) u - 4
derniére relation par w, on tire :

dv 7
a el
qui apporte une simplification dans cette méme relation qui aboutit & :
dv —
vt
dt
d’ott % est nul et 7 un vecteur constant que nous noterons .
De %’ = —% f g, on déduit, en notant vy la valeur initiale :

v(t):vgf;fgt

(qui s’annule pour ¢t = 72}’09 aprés quoi on retrouve le roulement sans glissement uni-

forme).
_
Le plus spectaculaire reste & venir; en effet on a T = —fmg uwo qui est donc un
vecteur constant et non nul et le théoréme du centre de gravité conduit alors a :
d?G’ f —
=—fgu
dt guo
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ce qui montre que GG a un mouvement uniformément accéléré donc décrit a priori une
trajectoire parabolique. Fignolons. En appelant ©v'gg la vitesse initiale de G et Gy sa
position initiale, on tire en intégrant successivement :

. . N — — — < .
qui est une vraie parabole dés que v'gg et v ;9 = vg ¥ ne sont pas paralléles, soit
—
grace a la relation fondamentale du champ des vitesses d’un solide, dés que GI A wy est
non paralléle & ¥’ gg donc Wy non orthogonal & v .

Les champions de billard 2 arrivent 4 donner a la bille de telles conditions initiales et
arrivent & lui imposer de contourner une seconde pour toucher la troisiéme qui se cache
derriére. Ce coup s’appelle un « massé » et on peut trouver avec un peu de chance des
vidéos spectaculaires sur internet.

7 Mouvement d’un solide autour d’un point fixe.

Cette partie est d’'un abord ardu. Je n’en voudrais donc pas au lecteur qui décrocherait ;
qu’il n’oublie toutefois pas d’aller lire la partie 8 qui débute p. 54.

7.a Repérage de 'orientation du solide. Vecteur rotation.

A deux dimensions, il est aisé de repérer 'orientation d’un objet et un seul angle suffit &
le faire. Donner l'orientation d’un solide dans I’espace est notablement plus compliqué. La
méthode la plus couramment appliquée est celle des angles d’EULER. On choisit un repére
Oz'y' 2" quelconque lié au solide (toutefois, il est adroit de choisir O au centre de gravité
ou en un point fixe du solide s’il en existe un et de choisir comme axes les axes principaux
de la matrice d’inertie en O pour la rendre diagonale). On compare son orientation a celle
d’un repére Oxyz dont les axes sont paralléles & ceux du repére choisi dans le laboratoire.

Pour cela, on considére que 1’on passe de Oxzyz a Oz'y' 2’ par trois rotations successives,

dessinées sur la figure 15 p. 38 :

— une rotation d’un angle v, appelé angle de précession, autour de Oz amenant Ox en
Owu et Oy en Ow, ces quatre derniers axes sont dans le plan dessiné en jaune péle.

— une rotation d’un angle 6, appelé angle de nutation, autour de Ou amenant Ov en
Ow et Oz en Oz’ (ces quatre derniers axes sont dans le plan dessiné en rouge) et le
plan uOv (jaune pale) en uOw (jaune orangé).

— une rotation d’un angle ¢, appelé angle de rotation propre, autour de Oz’ amenant
Ou en Oz’ et Ow en Oy, ces quatre derniers axes sont dans le plan dessiné en jaune
orangé.

12. le vrai, a trois billes.

37



FIGURE 15 — Angles d’Euler.

La formule de composition des vecteurs rotation (voir chapitre B-VIII), appliquée en
cascade, nous convainc rapidement que le vecteur rotation & du solide est somme des trois
vecteurs des trois rotations élémentaires soit :

o dy Ao, dp
w—a ez—i—a €u+_t € 5

P [P RN . . — .
Dans le cas général ce n’est pas aisé a exploiter car pour exprimer ¢ o, il faut se placer
. sz . . — . — — .
dans une base vectorielle lié au solide ; donc on exprime ¢ , en fonction de €,/ et €', puis
— — . — — ) . 1 .
€y et €y en fonction de €', et €’ ,. On vous passe les calculs et I'on arrive a I’expression
: —

sulvante pour w :

d a6 d a9 d d
(sinﬁ sin ¢ d_zf +cosp E) ?z/—F(SiHQ COSSOd—lf —sing E) ?y/—i—(cosﬁ d_lf + d—f) ey

si I’on a pris la précaution de choisir la basse Ox’y’z’ qui diagonalise la matrice d’inertie,
on en déduit rapidement ’expression du moment cinétique en O dans cette base vectorielle
et, pour utiliser le théoréme du moment cinétique, il faudra la dériver dans le référentiel

du laboratoire par :
do

dt

_do

—E +w Ao

Ox'y' '

Oxyz

Inutile de dire que le résultat sera inexploitable, sauf approximation (voir plus loin
I’approximation gyroscopique).
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FIGURE 16 — Suspension & la Cardan.

Remarque : la figure 16 p. 39 montre un dispositif classique, appelé suspension a la
CARDAN qui permet a la fois de maintenir fixe un point O d’un solide et de lui permettre
toutes les orientations possibles dans I'esprit des angles d’EULER 3.

Un anneau vertical fixe représentant le plan Oxy de la figure 15 p. 38 est relié par
une liaison selon Oz & un second anneau qui peut tourner de ’angle ¥ de précession et
représente le plan Ouz. Le second anneau est relié par une liaison horizontale selon Ou a
un troisiéme anneau qui peut tourner de l’angle 6 de nutation et représente le plan Ovz’.
Ce dernier anneau est relié par une liaison selon Oz’ & un solide qui peut tourner de 'angle
i de rotation propre. Le point fixe du solide est le centre commun aux trois anneaux.

7.b Equations d’Euler.

On peut réver de travailler en deux temps. On appelle * X, Y et Z les composantes de
W dans la base liée au solide. Si I'on a travaillé avec la base qui rend la matrice d’inertie
diagonales avec les coefficients A, B et C, on a successivement, en notation par des vecteurs
colonnes relatifs a la base Ox'y'z’ :

X
w=|Y
7
AX
To=|BY
cZz
dX
A
dt O(L'/y/Z/
dz
CS

13. Euler ayant vécu deux cents ans aprés Cardan, il est plus raisonnable de dire que les angles d’Euler
sont dans l’esprit de la suspension a la Cardan.
14. La tradition est de les appeler p, g et r mais cela nuit a la lisibilité de la résolution géométre qui suit.
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AL AL +(C-B)YZ

- X AX
| =BV A (BY|=|BE+(A-C)zX
Ozyz 7 cCz
Cc 4z CY 4+ (B-A)XY

Si O est un point fixe ou le centre de gravité, et en notant Mx, My et My les
projections du moment dynamique en O, on arrive aux équations d’EULER :

A 4+ (C-B)YZ=Mx
BY L (A-C)ZX =My
C¥ 4+ (B-A)XY =My

Si 'on donne les expressions du moment dynamique et si 'on pouvait en déduire par
résolution de ce systéme les expressions de X, Y et Z, il suffirait de résoudre ensuite, au
vu du paragraphe précédent, le systéme suivant :

sin 0 singo%—i—cosgo% =X
sin 0 cosgo% —singp% =Y

dy | do
cos95+d—ffZ

mais ce dernier point se présente plutot mal.

De toute fagon, la premiére étape n’est pas linéaire et il n’y a pas de méthode générale
pour résoudre les systémes d’équations non-linéaires. Pire encore, sa forme simple masque
le fait que le moment dynamique au second membre est fonction par exemple des angles
d’EULER qui n’ont pas de lien immédiat avec les variables choisies au premier membre et,
en fait, on n’a pas progressé du tout. Toutefois, elle permet, malgré la non-linéarité, des
remarques pertinentes dans le cas ot le moment dynamique est nul et ot I’on peut réver
résoudre les équations d’EULER car le probléme qui vient d’étre évoqué disparait.

7.c Mouvement a la Poinsot, étude analytique.
e Définition.

On appelle mouvement & la Poinsor'® le mouvement d'un solide dont un point, noté
O, est soit fixe dans le référentiel du laboratoire, soit confondu avec le centre de gravité et
soumis & des forces localisées en O et dont le moment en O est donc nul et la puissance
nulle. C’est en particulier le cas d’un solide isolé, par exemple la Terre dans le référentiel de
FoucAauLT (voir le chapitre B-III sur le choix d’un référentiel), tout au moins en premiére
approximation.

15. La tradition utilise « & la » au lieu de « de » ; sans doute une gentille moquerie.
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e Etude analytique.

Le théoréme du moment cinétique est valable en un point fixe ou au centre de gravité
donc les équations d’EULER sont valables et donnent ici :

dX

XL (C-B)YZ=0
Y (A-C)ZX =0
dzZ

G tB-A)XY=0
Multiplions la premiére par X, la deuxiéme par Y et la derniére par Z, on arrive a :

XL+ (C-B)XYZ=0
Y4+ (A-0O)XYZ=0
7Y 4+ (B-A)XYZ=0

Appelons s(t) une primitive du produit X Y Z, par exemple la primitive qui s’annule
en t = 0; bien siir c’est une fonction inconnue. On a donc :

XS +(C-B)FE=0
vy Aa-0)E=0
79 +(B-A)% =0

D’ou par intégration, en appelant Xg, Yy et Zp les valeurs 8t = 0de X, Y et Z qui

font partie, directement ou indirectement, des données du probléme et en rappelant que
I'on a choisi s de sorte que s(0) =0 :

1 X?+(C-B)s=3X¢
Y2+ (A-0)s=1YF
122+ (B-A)s=122

Supposons pour fixer les idées que A > B > C, on peut alors écrire :

X?2=2(B-0C)s+X3=2(B-C)(s+s1)
Y2=-2(A-C)s+Yi=2(A-C)(s2—5)
72=2(A-B)s+ 22 =2(A—B)(s+s3)

ou les grandeurs positives s1, so et s3 sont définies par les égalités ci-dessus et s’avérent

X : . X X2
connues a partir des données du probléme (s; = 2(3720) et analogues).

En supposant pour fixer les idées que s3 > si, les relations qui précédent supposent
que —s3 < —81 < 8§ < sg, d’oil pour s entre —s; et s9 et au signe preés (la suite prouvera

41



que la solution contient quatre branches, deux correspondant au signe positif et deux au
signe négatif) avec K = \/8(A—C)(A— B)(B—C):

%:XYZ:K\/(3+S1)(82—8)(3+53)

d’ou par séparation des variables puis intégration avec s(0) = 0

s ds
K= /o V(G +51)(s2 — 3) (5 + s3)

Le temps est une « intégrale elliptique » de s dont la fonction réciproque s(t) est appelée
« fonction elliptique ». Tout ceci ne peut étre explicité et reléve d’algorithmes numériques
mais le progrés est immense : les algorithmes numériques de calcul d’intégrales sont plus
aisés a mettre en ceuvre et il plus facile d’y encadrer les erreurs commises que pour la
résolution d’équations différentielles, non-linéaires de surcroit.

En reportant s(t) ainsi calculé dans la derniére version du systéme on en déduit, au
moins numériquement, X, Y et Z en fonction du temps donc I’évolution de vecteur rotation
dans le référentiel lié au solide. Par contre, en déduire les angles d’EULER en fonction du
temps restera mission impossible.

Voyons donc les choses autrement.

7.d Solutions permanentes.

On se place toujours dans le cadre d’un mouvement & la POINSOT.

On appelle solution permanente une solution pour laquelle la direction du vecteur
rotation est indépendante du temps, par rapport au référentiel du laboratoire bien stir, car
constante dans un référentiel dont le mouvement est inconnu, ¢a n’avance guére les choses.

- = - =
La formule 4 = dv + w AV donne ici :
dt Ozxyz dt Ox'y' 2’
dw dw - = dw
+ w A
- - —_ w w = —
dt Ozxyz dt Ox'y' 2! dt Ox'y' 2’

. — N s s s 02 . — — N

qui montre que w a la méme dérivée dans les deux référentiels. Notons w = w u ou

u est un vecteur unitaire fixe par rapport au laboratoire et a priori mobile par rapport au
. — PP . . (T 202 . .

solide. Le vecteur « a des dérivées a priori différentes dans les deux référentiels mais w,

_
scalaire, la méme. De 4¢ = d—‘*’| ,,_,, on tire successivement :
) dt o dt 10x'y’' 2"
Tyz
d(w W) d(w )
de Oxyz de Ox'y' 2!




dw _, du dw _, du
- U tw — =— U tw —/—
dt dt Oy t dt Ow'y'
du du
w — =w —
dt Ozxyz dt Ox'y' 2!
aw| @
de Ozxyz de Ox'y' 2!
Or par hypothése % est nul, donc % aussi. Si le vecteur rotation a une
Ozyz Ox'y' 2’

direction fixe par rapport au laboratoire, il a aussi une direction fixe par rapport au solide.

Le chapitre précédent montre que I’énergie cinétique dans le référentiel du laboratoire
se calcule aisément dans la base de projection liée au solide par une forme quadratique,
soit, sous forme matricielle (on calcule pour alléger 1’écriture le double de I’énergie) :

2E =YW (J)(W) = (W) (J) (W) = Ctew?

en utilisant le fait que u est constant par rapport au solide. Par ailleurs la puissance
des forces toutes appliquées en O de vitesse nulle est nulle donc I’énergie est constante, w
aussi et finalement W = w W aussi. Si la direction du vecteur rotation est constante dans le
référentiel du laboratoire, le vecteur rotation est constant dans ce référentiel et dans celui
du solide.

On cherche donc des mouvements pour lesquels X, Y et Z sont constants et les équa-
tions d’EULER deviennent alors :

(C-B)YZ=0
(A-C)ZX =0
(B—A)XY =0

Trois cas se présentent :

— Les trois moments d’inertie A, B et C sont deux & deux différents. On vérifie alors
aisément que le systéme d’équations entraine que deux des composantes X, Y et
Z sont nulles. Le vecteur rotation est dirigé selon un axe principal de la matrice
d’inertie (et alors le moment cinétique lui est paralléle).

— Deux moments d’inertie, disons B et C, sont égaux et différents du troisiéme (c’est
la cas d’un solide de révolution mais la réciproque n’est pas vraie comme le montre le
contre-exemple d’un parallélépipéde a deux cotés égaux). Une des équations disparait
et il reste deux type de solutions :

— Y = Z =0 et le vecteur rotation est dirigé selon I’axe principal Oz’ de la matrice
d’inertie.

— X = 0 et le vecteur rotation est dans le plan y’O2z’, or dans ce plan, puisque les
deux moments sont égaux, toutes les directions sont des directions propres de la
matrice d’inertie.
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— Les trois moments d’inertie sont égaux (une sphére ou un cube). Certes toutes les
valeurs de w sont solutions, mais toutes les directions sont des directions propres.

Bref les seules solutions permanentes sont celles pour lesquelles le vecteur rotation est
dirigé selon une direction propre de la matrice d’inertie et le moment cinétique est alors
constant et paralléle au vecteur rotation.

7.e Etude géométrique.

On se place toujours dans le cadre d’'un mouvement a la POINSOT mais pas dans celui
d’une solution permanente.

e Conséquences géométriques des conservations.

Dans ce cas, la méthode analytique n’est pas adaptée. On doit & Louis POINSOT une
résolution géométrique élégante. Certes ’enseignement de la géométrie a été sacrifié, mais
je crois pouvoir rendre les choses accessibles avec des figures détaillées et commentées et
un « rappel » mathématique rédigé en italique, avec une démonstration adapté a notre seul
point de vue.

Dans le référentiel du laboratoire le théoréme du moment cinétique, avec uniquement
des forces appliquées en O donc de moment dynamique nul en ce point, nous apprend que le
s — ~ PO I P
moment cinétique og est une constante. De méme, le théoréme de 1’énergie cinétique dans
le référentiel du laboratoire, avec uniquement des forces appliquées en O de vitesse nulle,
donc avec une puissance nulle, nous apprend que cette énergie cinétique est constante, d’ott

~ . . . H H
aprés multiplication par deux 2 F = W - gp est constant.

La norme du vecteur constant o5 et la valeur de I’énergie cinétique ne dépendent pas
de la base de projection choisie pourvue qu’elle soit orthonormeée; prenons donc celle liée
au solide qui rende la matrice d’inertie diagonale. En reprenant les notations définies plus
haut, si les composantes de @ y sont X, Y et Z, celle de oo y sont AX, BY et C Z; on
peut donc affirmer que :

go02=A2X24+ B2Y? 4+ (C?272% = Cte
2F8c=w - -00=AX2+BY?+CZ%*=Cte

Dans la figure 17 p.45, dessinée dans le référentiel 1ié au solide, le vecteur rotation est
représenté par un point R de coordonnées X, Y et Z de sorte que w = O—]% Les relations
qui précédent montre que le point R appartient & deux ellipsoides. Un ellipsoide est une
surface qui est a la sphére ce que lellipse est au cercle. Ils ont en commun trois axes de
symétries selon X, selon Y et selon Z; pour le premier, les demi-longueurs des axes sont
respectivement -+, % et % et pour le second, elles sont respectivement ﬁ, ﬁ et %

Sur la figure, en perspective, seul le second est dessiné avec R sur 'avant donc en dehors
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FIGURE 17 — Mouvement a la Poinsot.

du « contour visible ». Nous 'appellerons ici ellipsoide d’inertie'® par commodité. On 'a
choisi a cause de la propriété qui suit.

Plan tangent a l’ellipsoide d’inertie.

Rappel mathématique adapté : Soit un point R de cet ellipsoide de coordonnées X, Y
et Z dans le référentiel du solide, vérifiant donc AX? + BY? + C Z% = 2 E¢ et un point
R’ de ellipsoide, infiniment voisin de R, de coordonnées X' = X +dX,Y' =Y +dY et
7' = Z +dZ, vérifiant donc AX"? + BY"? + C Z" = 2 E¢. Par différence, entre les deux
derniéres relations, différence assimilée a une différentielle, on a :

0=d(AX*+BY?+C2%) =2AXdX +2BYdY +2C0ZdZ
soit ausst, apres diviston par 2 :
0=AX X' -X)+BYY' -Y\+CZ(Z' -2Z)
que nous noterons sous la forme f(X',Y', Z") = 0 puisque l'on s’intéresse a tous les
points R’ infiniment proches d’un point R donné. Comme f(X',Y' Z') est du premier
degré vis-a-vis des trois variables, il s’agit aussi d’un plan qui par construction s’identifie,

au second ordre prés a l’ensemble des points de lellipsoide proche de R. On reconnait la
[’équation du plan tangent en R a l’ellipsoide.

L’équation du plan tangent a l’ellipsoide au point R est donc :

0=AXX'-X)+BY{Y'-Y)+CZ(Z' - 2)

16. Le véritable ellipsoide d’inertie correspond & I’équation A X? + BY? + C Z% = 1.

45



) . , . . g — . S —
que 'on peut interpréter comme le produit scalaire de RR' et de oo soit RR'-0p =0,
ce qui prouve que ce plan tangent est orthogonal au vecteur ¢ fixe dans le référentiel du
laboratoire.

Appelons H la projection de O sur ce plan tangent ; la distance h = OH est donc (voir

figure) la projection de W = OR sur la direction de o soit :

— - =

00 Ww-oo 2FE¢- Cte

h=0OH=1w - = = = = C'te
ool ool looll — Cte

Le plan tangent a lellipsoide en R est donc perpendiculaire en un point fixe a un
vecteur fixe; c’est donc un plan fixe dans le référentiel du laboratoire. On peut présenter
les choses en disant que ’ellipsoide d’inertie, lié au solide est posé, téte en bas sur la figure,
sur ce plan fixe.

—
A un instant donné, le point R tel que w = OR et considéré comme point du solide, a
une vitesse donnée par :

— - — —
w=0+0=0

B — —
?R=7o+w/\OR:7o+w/\ +

que l'on peut présenter ainsi :

Dans un mouvement a la POINSOT,
I’ellipsoide d’inertie lié au solide
roule sans glisser sur un plan fixe

orthogonal au moment cinétique en O.

Ce qui permettra au moins de nombreuses conclusions qualitatives intéressantes.

7.f Stabilité des axes. Polhodie.

Le vecteur rotation n’est fixe ni dans le référentiel du laboratoire, ni dans celui lié
au solide. L’ensemble des directions qu’il prend dans ce second référentiel s’appelle la
polhodie 7. Ce chemin sera décrit, pour des conditions initiales données donc des valeurs
données du moment cinétique et de 1’énergie cinétique, par la courbe suivie par le point R
sur l’ellipsoide d’inertie.

Ce point R appartient (cf supra) aux deux ellipsoides d’équations :

A? X2+ B?Y? 4+ C* 7% = 65°
AX?+BY?+CZ?>=2E¢

et la polhodie est donc I'intersection de ces deux ellipsoides 8.

17. mot de fabrication moderne sur les mots grecs « polos » (le pivot, qui a donné le mot « pole ») et
« hodos » (le chemin comme dans « cathode ») donc le chemin suivi par 1’axe des poles.
18. pas de panique!
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Supposons ici que les trois moments d’inertie soient deux & deux différentes et choisis-
sons les axes de sorte que A > B > C' et éliminons Y entre ces équations en multipliant
la seconde par B et en la soustrayant a la premiére. Qu’obtient-on ? Une relation entre X
et Z qui est tout simplement 1’équation de la projection de la polhodie sur le plan OX 7,
soit :

A(A-B)X?+C(C—-B)Z?> =552 —-2BE¢ = Cte

Puisque A — B et C' — B sont de signe opposés, il s’agit d'une hyperbole, ou tout au
moins la portion d’hyperbole a 'intérieur de la projection de I’ellipsoide.

1 9'¢

™

FIGURE 18 — Polhodie.

La figure 18 p.47 montre ¥ différentes projections de polhodies correspondant a diffé-
rentes conditions initiales ; dans I’espace, cela correspond & des courbes non planes qui font
le tour soit de l'axe OX soit de 'axe OZ, comme le montre la figure, composées d’une
moitié au dessus du plan de figure et d’une moitié en dessous avec la méme projection.
Les polhodies possibles sont donc toutes des courbes fermées avec deux plans de symétrie
orthogonaux.

Remarque : Chaque courbe possible a quatre portions ou le produit X Y Z a un signe
alterné, ce qui justifie, dans la résolution analytique ci-dessus, que ce signe n’est pas imposé.

La figure montre que ’on peut trouver des polhodies qui restent voisines des directions
des solutions permanentes en OX et OZ (le grand axe et le petit axe) mais pas de la
solution permanente en OY (I’axe moyen). En ce sens le grand axe et le petit axe sont des
axes permanents stables et ’axe moyen instable. Sans liaison, on ne peut pas espérer faire
tourner une boite d’allumettes autour d’un axe perpendiculaire aux grattoirs.

Les mesures de la polhodie de ’axe des poles terrestres montre effectivement un mouve-
ment périodique connu sous le nom d’oscillation de CHANDLER d’une période de quatorze
mois, mais on a peu de recul sur les mesures car les poles sont des régions hostiles et la
mesure est perturbée par la dérive des plaques tectoniques.

19. Les hyperboles ne sont que suggérées.
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7. Mouvement de ’axe de rotation. Herpolhodie.

Le vecteur rotation n’est fixe ni dans le référentiel du laboratoire, ni dans celui lié au
solide, avons-nous vu plus haut. Intéressons-nous maintenant & ’ensemble des directions
qu’il prend dans le premier référentiel et que 1'on appelle I'herpolhodie?°. Nous allons
préciser ce mouvement par 1’étude des angles d’Euler (voir la figure 15 p.38) en choisissant
dans le référentiel du laboratoire la direction fixe de o5 comme axe Oz et dans celui du
solide 'un des axes de l'ellipsoide d’inertie, disons OZ, comme axe Oz’. On ne peut ici
donner que des conclusions qualitatives mais elles sont intéressantes.

La figure 17 p.45 montre que le vecteur rotation a, par rapport au plan tangent, une

composante tangentielle; il y a donc roulement (sans glissement rappelons-le) qui va faire
progresser le point R autour de H, ce qui génére un mouvement de précession. La méme
figure montre que le vecteur rotation a, par rapport au plan tangent, une composante
normale ; il v a donc aussi pivotement et nous allons montrer que cela entraine, sauf cas
particulier, un phénomeéne de nutation.
Commengons par cette remarque : le plan tangent a 'ellipsoide d’inertie en R tel que
W= (7% est fixe et orthogonal & oo qu'il coupe en un point fixe H ; il est donc tangent
a la sphére de centre O et de rayon h = OH. Dans le référentiel du solide ou tout autre
référentiel, ce plan est mobile mais est tangent a la fois a I’ellipsoide et & cette sphére.

Pour nous aider, placons nous dans le plan mobile dans les deux référentiels contenant
Oz paralléle & a5 et O2' paralléle & 'un des axes de la matrice d’inertie, noté OZ. Dans la
figure 19 p.49, nous superposerons en fait deux figures dans ce plan, en y superposant les
deux positions de Oz’ ; la premiére quand, par suite du pivotement, ’axe OX appartient a
ce plan et la seconde quand OY est dans ce plan. Dans ces deux positions, le plan de figure
est plan de symétrie pour 'ellipsoide et bien siir pour la sphére de centre O et de rayon h.
L’intersection du plan de figure avec I’ellipsoide est, dans ces deux cas, une ellipse, avec la
sphére, un cercle et avec le plan qui leur est bi-tangent une droite bi-tangente a ’ellipse et
au cercle.

Sur la figure nous avons tracé le cercle et les deux ellipses correspondant aux deux
situations (en fait un quart de chaque courbe), les deux droites bi-tangentes. Les points
de contact de ces bi-tangentes avec les ellipses donnent les points R donc les deux valeurs
du vecteur rotation et le deux contacts avec la sphére, les deux directions, dans ce repére,
du moment cinétique. On voit donc graphiquement que ’angle de nutation, entre I’axe
commun aux deux ellipses tracées (I'axe OX de 'ellipsoide choisi comme Oz’) et le moment
cinétique (dont la direction est choisie comme axe Oz fixe dans le laboratoire), varie entre
deux positions extrémes repérées sur la figure par les indices 1 et 2. Remarquons que I'angle
entre OX et W gére la polhodie.

20. Bien que je n’ai trouvé nulle part ’explication, il me semble clair que ’on a ajouté au mot polhodie
(puis supprimé un « p ») un préfixe issu du verbe grec « herpo » (I’herpétologie est la science qui s’occupe
des reptiles) cousin du latin « serpo » (participe présent « serpens » qui a donné le mot « serpent » en
francais) et qui signifie « avancer en rampant ». Ce choix rappelle que la nutation donne a la trajectoire
une ondulation par rapport au mouvement de seule précession.
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F1GURE 19 — Herpolhodie.

Revenons dans le référentiel du laboratoire : le mouvement de précession (dont on n’a
pas pu expliciter la cinétique) fait tourner I’axe de rotation autour de Oz et la nutation
y ajoute une oscillation qui tantét approche, tantot éloigne 'axe de Oz, appelé axe de
la précession. Si I'on visualise ce mouvement par l'intersection de l'axe de rotation avec
une sphére de centre O, la courbe obtenue n’a aucune raison d’étre fermée et il sera facile

de trouver un contre-exemple plus loin dans le cas particulier d’un solide & symétrie de
révolution.

Le mouvement de rotation du ciel nocturne permet de trouver, par rapport a la « sphére
des étoiles » la direction de ’axe de rotation de la Terre ; actuellement, il pointe vers 1’étoile
polaire. Il n’en a pas toujours été ainsi et I’on dispose d’observations depuis cinq mille ans.
On sait donc que cet axe a un mouvement de précession assez régulier de période estimée 2!
26 000 ans. On observe aussi une faible nutation d’amplitude d’une dizaine de secondes
d’arc, trop faible pour des observations antiques ou médiévales, on n’a donc comme pour
la polhodie, aucune idée & long terme; & court terme, on observe une période de prés de 20
ans. L’étude qui vient d’étre faite montre le lien possible 2 entre la nutation et I’oscillation
de CHANDLER dont les périodes ont méme ordre de grandeur.

On trouve un peu partout 'affirmation que la précession et la nutation sont dues a
I’action du soleil sur le bourrelet équatorial, affirmation qui sous-entend que sans cette
action, il n’y aurait ni précession, ni nutation. On vient de montrer qu’il n’en est rien.
L’affirmation est donc fautive par son sous-entendu. Par contre, a cause de cette action
qui exerce de faibles forces, non localisées en O, le mouvement n’est plus exactement a

21. car on n’a pas encore, de mémoire humaine, fait un tour.
22. Elle n’impose pas I'égalité des périodes, voir plus loin.
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la POINSOT; on verra plus loin dans le cadre de 'approximation gyroscopique que cela
provoque une précession sans nutation 23.

7.h Cas particulier du solide de révolution.

Si le solide a une symétrie de révolution autour d’'un axe, il en est de méme pour
Iellipsoide d’inertie. La figure 19 p.49, réduite & une seule ellipse, le cercle et une seule
bi-tangente est valable a tout moment. Il en résulte que dans le plan de figure (rappelons
qu’il contient les axes Oz et Oz’ qui servent a définir les angles d’EULER), les angles entre
axe du solide, vecteur rotation et moment cinétique sont constants.

X Y u

FIGURE 20 — Solide de révolution.

La figure 20 p.50 a été construite en reportant les éléments significatifs de la figure 19
p.49 (le vecteur rotation identifié & un vecteur O—]%, le moment cinétique en O paralléle a
Oz, la projection fixe H de R sur Oz a laquelle on ajoute sa projection I sur Oz’ axe de
symétrie du solide) dans la figure 15 p.38 allégée on figurent la précession ¢ et la nutation
(gstante 0 somme de l'angle constant 6 entre Oz et OR et de I’angle constant 05 entre
OR et OZ'.

A un instant donné, la loi de composition des vitesses entraine, comme pour le point
R (cf supra), que tous les points de la droite OR ont une vitesse nulle, ce qui permet une

23. La nutation observée n’est pas contradictoire, c’est le terme qui disparait dans I’approximation.
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autre description du mouvement : le cone d’axe Oz’ et de demi-angle au sommet 5 roule
sans glisser sur le cone fixe d’axe Oz et de demi-angle au sommet 61, ce qui est plus facile
a visualiser que le roulement sans glissement d’un ellipsoide de centre fixe sur un plan fixe.

Par ailleurs, la vitesse du point I par rapport au laboratoire peut se calculer de deux
fagons. D’une part, c’est la vitesse d’'un point_l)ié au | solide et donc le champ des vitesses
du solide permet d’affirmer que ©'; = o + w A OI et d’autre part, c’est un point d'un

plan tournant autour de Oz a la Vitesse angulaire ‘(i;f et dans lequel tout est ﬁxe donc ce

N
plan est un solide et 77 = 7o + 4 dt ez A OI On en déduit que w A OI = dt ez A OI
donc que @ et w e, sont égaux & un vecteur paralléle & OI prés; leurs composantes sur

la normale & O dans le plan tournant sont donc égales et en notant ||| = w, on tire :
d
w sin @y = ditb sin(f; + 62)

: d P . .
ce qul prouve que d—qf est une constante ; la précession est uniforme.

Plagons-nous dans le référentiel tournant Ouwvz (ou, au choix, OQuwz’ puisque la nu-
tation 6 est ici une constante). Le solide y tourne autour de Oz’ a la vitesse angulaire
i—f et le laboratoire (ou le référentiel Oxyz) y tourne autour de Oz a la vitesse angu-
laire —%. Les vitesses de R considéré comme appartenant aux deux cones, I'un lié au

solide, 'autre au laboratoire qui roulent sans glisser I'un sur l'autre, sont égales, d’out

de o NOR=-%e, déd W o
ar e N = —57€e; N OR on en déduit que ez/ et — at e, sont égaux a un vecteur

paralléle & OR prés; leurs composantes sur la normale a OR dans le plan tournant sont
donc égales, d’ou :

ce qui prouve que ‘é—f est une constante ; la rotation propre est uniforme.

Résumons, pour un solide de révolution autour d’'un axe dont un des points est fixe
et soumis uniquement & des forces localisées en ce point, la nutation est constante, la
précession et la rotation propre sont uniforme; enfin la norme du vecteur rotation, les
vitesses de précession et de rotation propres sont liées par :

RN S i
sin(fy +62)  sinfy  sind

ou les valeurs des grandeurs constantes dépendent, bien stir, des conditions initiales.

Remarque : pour que I’herpolhodie soit une courbe fermée, il faut et il suffit que le
rapport des rotations relatives des deux cones dans le référentiel tournant utilisé soit un

nombre relatif?4, avec un petit numérateur et un petit dénominateur pour que ce soit
visible. Il n’y a aucune raison pour que ce soit le cas car les angles 61 et 65 sont liés & des

conditions initiales quelconques.

24. comme pour les courbes de Lissajous.
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7.1 Approximation gyroscopique dans le cas général.

Attention, nous restons ici dans le cadre du mouvement d’un solide avec un point fixe
O mais nous ne supposons plus que le moment des forces extérieures en O est nul; il ne
s’agit donc plus d’'un mouvement & la POINSOT.

L’objet de I’étude est un solide avec une symétrie de révolution autour d’un axe choisi
comme axe Oz pour son repérage dans l'espace avec ses angles d’EULER. La matrice
d’inertie respecte cette symétrie admet comme axes principaux l’axe Oz’ avec un moment
d’inertie noté J et tout axe orthogonal a Oz’ avec un moment d’inertie .J'.

On a vu plus haut (voir angles d’EULER) que, dans le cas général, le vecteur rotation

est :

—>_d1/1—> do _, dep _,
wfg ez+a €u+g €

et 'on dit qu’on est dans le cadre de 'approximation gyroscopique si —w et @ sont

négligeables devant ‘é—f, c’est & dire si la rotation propre est beaucoup plus raplde que les
mouvements de précession et de nutation. On a alors :

— dﬁ ? ,
dt *
d’ou q
— 'Z
O J dr 2!

Pour appliquer le théoréme du moment cinétique en O fixe, il faut dériver ce vecteur
dans le référentiel Ozyz, le seul qui soit galiléen (on se référe pour les notations a la figure 15
p. 38). Il est plus simple de le dériver dans un référentiel oti e, est ﬁxe puis d’utiliser la
it dV ‘ + Wentr. AV et

rel.
I'on choisira comme second référentiel Quwz’ parce qu 11 est est plus simple & visualiser ;

son vecteur rotation est Cgf e, + ?1? €y

formule de composition des dérivées d’un vecteur soi

On a donc successivement et de fagon brute :

dog d*p dy dp _,

at abs._Jdt2€zl+<dtZ+d >A<Jdtez’>
doo d%p _, de dy _, dpdd _, _,
S I PR s s NV R et g
@ |~ Y W aw e

doo d?p _, do dy _, 2, dp db _,

doof  _ ;4% oo o ydeddn

a |, Cae T A dt dt

. — — o s d < Nd . . .
ou €., €4 et e, e, paralléle a e, vecteurs variables forment une base de projection
orthogonale mais non orthonormée.
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Que faire ensuite ? Rien! On ne sait pas encore ot 'on va et « les vents ne sauraient
étre favorables & qui erre sans but » 2°

Prenons 'exemple d’une toupie posée sur sa pointe O sur un sol horizontal. On prend
Oz vertical, le centre de gravité G est sur I'axe de symétrie Oz’ et ’on note O—C)J =a e_’;. J’ai
fait toutes les figures compliquées et laisse au lecteur le soin de faire ici une figure simple, car
il a déja vu tourner une toupie. Les deux seules forces appliquées & la toupie sont la réaction
du sol, localisée en O donc de moment nul en ce point et le poids ]_3> =mgqg =—-mge,
localisé en G donc de moment en O égal a :

Mo=0OGANP =mOGA g =—mgae, Ne, =mgae, Ae,

Ce moment a une expression simple dans la base de projection € ,/, €, et e, A € ,r;
il était donc plus haut urgent de ne rien faire. Par projection sur les vecteurs de cette base
du théoréme du moment cinétique, on a donc le systéme :

_jdpdo _
S =0
de dyp _
J 3 @ =mga
LN . ’ . 2
De la premiére relation, on déduit que dt2 est nul donc la vitesse angulaire ((lj—t est

constante, non nulle car elle est supposée grande; on la note w : la rotation propre est
uniforme.

De la seconde, on déduit ensuite que = 0, donc que 0 est une constante : 'angle de
nutation entre la verticale et 'axe de symetrle est constant.

De la derniére, on déduit enfin que 7 dw = TfL]g 2 : ]a précession autour de la verticale se

fait & vitesse angulaire constante.

Remarque 1 : habituellement, un moment dynamique de direction e, provoque une
rotation autour d’un axe qui a cette direction et conduirait & une augmentation de ’angle
de nutation, c’est-a-dire a la chute de la toupie. C’est vrai si la toupie ne tourne pas mais
si elle tourne trés vite, c’est une précession autour de la verticale qui a lieu et cela semble
paradoxal ; pourtant, c’est la conséquence logique des lois de la dynamique, 'intuition est
ici en défaut. C’est pour cette raison que 'action du soleil sur le bourrelet équatorial, au
lieu de ramener 1’équateur dans le plan de I'écliptique (de 1'orbite terrestre) provoque 26 la
précession de I'axe de pdle.

Remarque 2 :la condition de validité du raisonnement c’est que @ et d—a soit négli-
geables devant Pour qu1 est nul, ¢a ne pose pas de probléme, il ne reste donc comme
condition :

&y _mga _dp
dt Jw dt

= w

25. citation attribuée & Sénéque.
26. On peut objecter que la Terre ne tourne pas assez vite pour 'approximation gyroscopique, c’est
oublier que la terre tourne en un jour et que la précession a une période de 26 000 ans.
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soit
mga
J

w > wy =

ol wy est la pulsation du mouvement pendulaire qu’aurait le solide suspendu en O (et
non posé sur un plan en O) sous l'effet de la pesanteur. Ceci caractérise mieux 1’approxi-
mation gyroscopique, car w n’est plus comparé & une inconnue mais a une donnée.

Remarque 3 : Le centre de gravité G décrit a la vitesse angulaire % un cercle d’axe
. s . 2 .
Oz de rayon a sinf, a donc une accélération en 7 = —a sme% € radial, C€ qui per-

met de calculer la réaction ]_7) du support en O grace au théoréme du centre de gravité,
soit par m g + F = m-y. On laisse au lecteur le soin de finir le calcul; on obtient une
composante normale de module (de norme) N = mg et une composante tangentielle
T =ma siné %2 =m a sinf ("}Zaf qui montre que plus w est élevé, plus la condition
de non glissement (7' < f N) a de chances d’étre vérifice.

Remarque 4 : Une cause importante de dissipation d’énergie est I’existence d’un couple
de résistance au pivotement (voir amélioration des lois de COULOMB). Puisque N = m g (cf
remarque 3), sa valeur est —km g e, ce qui aprés projection sur la base vectorielle utilisée
modifie les équations du mouvement en :

J‘fo =—kmg cosf

de d6 __ :
—J 3 g = —Fkmgsind

dp d¢p _
J 3 a =mga

La premiére relation montre que %—f diminue, la rotation propre se ralentit, la seconde
que % est positif donc que I'angle de nutation augmente et le derniére inchangée montre
que puisque la rotation propre ralentit, la vitesse de précession augmente. Bien entendu, a
un moment, ’approximation gyroscopique cessera d’étre valable.

8 Solides articulés.

Plutot qu’une approche théorique, nous montrerons ici sur un exemple modélisant une
automobile, le type de raisonnement a employer.

8.a Modélisation des articulations.

On modélise une automobile par deux disques homogénes identiques de masse m de
rayon a, de moment d’inertie J = (1/2) m a? par rapport a leurs axes respectifs, de centre C,
en contact avec un sol horizontal en I qui exerce sur eux une force ﬁ + ? =Ne,—-Te,
(N et T algébriques), le tout avec I'indice « 1 » pour 'essieu avant et « 2 » pour 'arriére.
Ces disques sont solidaires, grace a des liaisons parfaites, & un chassis (non représenté sur
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la figure 21 p. 55 ci-dessous) de masse M, de centre de gravité Gy (non placé sur la méme
figure) a I’aplomb du milieu?” du segment C;C5 de longueur 2 /. Le centre de gravité G
du véhicule est donc lui aussi a 'aplomb du milieu de C1C5 et 'on note b sa hauteur au
dessus du sol. On modélise le moteur par un couple T =r a; exercé par le chassis sur
le disque « 1 » (il s’agit donc d’une traction?8) et I'on note F = % On suppose que les
disques roulent sans glisser.

I
A
— G ﬁl
A =
. LI
ey
- o
vﬂ/ﬁ T; :;f{é-

FIGURE 21 — Modélisation d’une voiture.

La modélisation proposée remplace un essieu & deux roues par une roue unique, confon-
dant ainsi voitures et motos. Montrons que c’est raisonnable pour une voiture correctement
chargée se déplacant en ligne droite.

Les seuls éléments qu’il faille connaitre d’une interaction sont la somme des forces,
la somme des moments et la somme des puissances car ce sont les seuls qui interviennent
dans les théorémes de la mécanique des solides. Soit donc un essieu & deux roues en contact
avec le sol en deux points Ig pour la roue gauche et Ip pour la droite. Pour une voiture
équilibrée (centre de gravité dans le plan médian en ligne droite, il y a symétrie et les deux
roues sont soumises & la méme force de contact que 'on note 7 + T s’appliquant en I
et ID-

— —
La somme des forces est 2 7 + 2 7, soit en posant N =27 et T =2 7, une somime

— —
N+ 1T.
Le moment total en un point quelconque noté A est

— —_—

M(A) = Ale A (T +

—
t

Introduis%s le _r)nilieu I de IgIp qui est aussi l'isobarycentre de ces deux points et
introduisons N et T

1 —

N +

—

M(A) = (2AT) A ( TY=AIAN(N+T)

O |
N

27. Ce n’est pas obligatoire ; on a fait ce choix pour alléger les calculs; on y reviendra plus loin..
28. traction avant est un pléonasme.
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Quant & la puissance, elle est nulle dans 'hypothése du non-glissement car les forces
s’appliquent en des points de vitesse nulle.

On aurait obtenu les mémes résultats avec une roue unique en contact avec le sol a
- =
I'aplomb du milieu de lessieu (point I) subissant l'interaction N + T ; c’est cet artifice
qui permet de traiter voitures et motos d’une facon unifiée.

8.b Paramétrage des mouvements.

Le chéssis est un solide en translation, tous ses points ont la méme vitesse, notée
—
V = Ve, en particulier les points C; et Cy, centres des roues. Les points des roues en
contact avec le sol, I et I, ont une vitesse nulle car il n’y a pas glissement. Le plan de figure
est plan de symétrie donc les vecteurs rotation des roues, qui jouissent des propriétés de
At P . — — — —
symétrie du champ magnétique, lui sont orthogonaux, on note W1 = wj e, et Wo = wa ey

La formule de changement de point permet d’affirmer
— —_ = —
Voo =V +Cili Awy
— = — — —
Ve,=0+(—ael)Nwie; =aw e,

d’oll en projetant et en raisonnant de méme pour ’autre roue :

v
W] =Wy = —
a

8.c Reésolution.

Un seul paramétre V' suffit ici pour décrire le mouvement et par ailleurs les interactions
inconnues ont une puissance nulle (non-glissement et liaisons parfaites); le théoréme de
I’énergie cinétique permet alors de gagner un temps précieux.

Attention, le véhicule n’est pas un solide mais ’assemblage de trois solides. Son énergie
cinétique est la somme des énergies de ses trois constituants; chacune est somme d’une
énergie de translation et d’une énergie de rotation. Comme le chéssis, lui, ne tourne pas,
on arrive & :

1 — 1 — 1 1 — 1
Ecin:fMVG02+QmVCI2+§Jw%+§mV022+§Jw§

R PO B IS TS WA A SN BN BS BTN A A
Ecm—QMV +2mV +2<2ma><a> +2mV +2 5ma "

1
Ecin = 5 (M +3m) &

[\)

Les forces de contact avec le sol ne travaillent pas car il n’y a pas de glissement (le
point d’application de la force a une vitesse nulle, donc la puissance est nulle). Les forces
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intérieures au niveau des liaisons ne travaillent pas dans le modéle idéalisé d’une liaison
parfaite. Le poids ne travaille pas car le mouvement est horizontal. Seul le couple moteur

d
(interaction intérieure) travaille. Le couple I' = I'e, appliqué par le chéssis sur la roue
— —

avant a une puissance I’ -w; = I' % = F'V avec la définition donnée plus haut & F' et
la puissance du couple opposé, exercé par la roue sur le chéssis, est nulle car le vecteur
rotation du chéssis est nul. Bref la somme des puissances est P = F'V et le théoréme de

I’énergie cinétique % = P donne

d (1 :
p (2(M—i—3m)V2> =M+3m)VV=FV

d’ou
F

V=
M+3m
On trouve donc un mouvement uniformément accéléré. Bien stir, ceci n’est valable qu’en
négligeant les frottements dus a I’air.

Déterminons maintenant la valeur des interactions inconnues. On peut pour cela ap-
pliquer le théoréme du centre de gravité et le théoréme du moment cinétique & chacun
des solides et aussi (par sommation) & tout assemblage de solides, le plus pertinent étant
le solide articulé entier. Ce dernier choix permet d’éliminer les interactions intérieures au
niveau des liaisons entre solides et de ne conserver que les interactions extérieures, ici les
forces de contact avec le sol.

Appliquons le théoréme du centre de gravité (ou théoréme de la résultante cinétique)
au véhicule entier, ce théoréme est valable que ce systéme soit solide ou non. Le produit de
la masse totale (M + 2m) et de 'accélération est égale a la somme des forces extérieures,
donc

N
dVg

— — — —
n = (M +2m) g + Ny +Ti+ Na+ Ty

(M +2m)

Projetons sur les axes, nous en déduisons, en injectant la valeur trouvée par ’accéléra-
tion :

Ni+No=(M+2m)g
Ti+Ty=(M+2m)V=4E2mp

Le moment cinétique calculé au centre de gravité du véhicule est obtenu par sommation
sur les trois solides. On applique le théoréme de Konig pour les trois solides. Pour le chéssis,
immobile dans son référentiel barycentrique

N —_— = — =
o chéssis(GO) = GoG N Pepassis + 0 chassis — MGyGAV

Pour les roues qui ont un axe de symétrie de révolution, donc direction propre de la
matrice d’inertie, et qui tournent autour de celui-ci

?1(G0) :chl/\ﬁ—F?’f :mGOCH/\‘_/)—I-JZH
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— P —
ag(Go):mGngAV—l—Jwg
Par sommation, on a donc
R —_— = _— = —_— = N N
T total(Go) = M GoG ANV +mGoC1 AV +mGoCo ANV +J 1+ J Wy
N — - —— = - N
7 total(Go) = (M GoG + m GoC1 + mGoCo) ANV +J Wi+ J wa

Or, et c’est 1a le point-clef, par définition du centre de gravité du systéme, on a
— — — —
(M GoG +mGoCy +mGyCs) = 0 et donc

1
7t0tal(G0) = JUl+JU>2 =2 <2ma2> (Z aj) ZmaV@)

Le moment du poids du systéme calculé au centre de gravité du systéme est nul et le
moment des autres forces extérieures est :

—

Y/ papg -2 - — —
M(G)=GL A(N1+ T1)+GLA(Na+ T)

M(G) = (te; —be) ANy & +T1es) + (—Les —bel) A (N el + Taes)
M(G) = [£(No = N1) —b(T1 + T»)] &

. . — PN s e ., do (G Y/
La projection sur e, du théoréme du moment cinétique en G, soit Udg ) = M(G)
donne successivement, en injectant la valeur trouvée par l'accélération :

maV =L (Ny — N1) —b(Ty +Tp)

m

¢ (Ny — Ny) —=b(T T5)=aq¢—+-—F
(N 1) (Ty + 1) 3

A ce stade, les trois équations obtenues plus haut sont insuffisantes pour trouver quatre
inconnues (Ny, Na, T} et T5). Il faut donc considérer isolément I'un au moins des solides
constituant le véhicule. L’ennui est qu’il faut aussi introduire les forces d’interaction entre
chéssis et roues. Heureusement, les liaisons sont parfaites et les moments dynamiques pro-
jetés sur les axes sont nuls ce qui donne deux équations de plus sans inconnues supplémen-
taires et le systéme d’équations devient méme redondant car l'accélération a été trouvée
par une autre méthode. On n’oublie pas que le moment du poids de la roue, appliqué en
C est nul.

Pour la roue arriére, on tire successivement, en injectant la valeur trouvée par 'accélé-
ration :

d — — —

a(JWQ) = @)‘[CQIQ/\ (NQ + TQ)] = —y> . [(—ae_;) A (N26_z>+T2 e_,;)] = —aly
. .
fmazK =—al»
2 a
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m - m
TZ:_E

V= 50r+3m)

Pour la roue avant il faut tenir compte du couple exercé par le moteur, soit, compte
tenu de la définition de F :

1 Vv
imaQ—:—aT1+F:—aT1—|—aF
a

m m 2M+5m
TWn=F——V=F— F =
! 2 2 (M + 3m) 2 (M + 3m)

Le bilan est ce systéme redondant :

Ni+No=(M+2m)g

R Y

E(Ng —Nl) —b(T1 —|—T2)

I =-59V = —sur3m
_ 2M+45m

T = 2(Mi3m) r

_ m
= a gy F

F

\

Pour rendre la suite plus lisible, on négligera désormais m devant M, ce qui est dans la
pratique une bonne approximation. L’accélération devient V' = % et le systéme précédent :

(N1+N2:Mg
TW+1T,=F
((Nyg—Np)—=b(T1+T2) =0
T5 =0

T =F

outre 71 = F et 15 =0, on a Ny + N1 = M g et 'on tire aisément No — N1 = %F
d’ou en effectuant la demi-somme et le demi-différence :

Ny=sMg—LF
No=3iMg+ L F

Remarque : le théoréme du centre de gravité appliqué & la roue avant et a la roue
arriére permet aisément de calculer les forces intérieures au niveau des liaisons, ce qui est
surtout intéressant au niveau numérique afin que I'ingénieur prévoie des roulements & billes
adaptés.

8.d Discussion.

Cette discussion ne fait plus vraiment partie d’une théorie des systémes articulés. Elle
revient sur la problématique du non-décollement et du non-glissement déja évoquée. On la
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meéne néanmoins car elle est riche de conclusions intéressantes, surtout dans ses remarques
finales.

Au vu des expressions qui précédent, No ne peut pas s’annuler et la roue arriére ne
décollera jamais. N7 devient négatif si F' dépasse la valeur critique F, = %M g correspon-
dant & une accélération critique a. = V, = % = % g. Cela dit pour une voiture courante £
est supérieur a b et 'accélération maximale largement inférieure & ¢g car un organisme non
entrainé ne supporte pas de trop fortes accélérations donc le décollage de la roue n’est pas

un réel souci.

D’autre part, T est nul et les lois de Coulomb sont automatiquement vérifiées & ’arriére.
A Tavant on veut, en appelant f le coefficient de frottement, |T7| < f Ni, soit

1 b
F<f [2Mg—2£F]

ce qui remplace la force critique et 'accélération critique par

Mg
+

F; =

*_
s et a, =

S|
[

Remarque sur 'influence de f : Si f diminue (boue, verglas), a diminue, on patine
plus vite. D’accord, ce n’est pas un scoop mais maintenant, on sait en détail pourquoi.

Remarque sur U'influence de b et ¢ : si le rapport b/¢ diminue, a} augmente. Une voiture
« & tempérament sportif » est surbaissée.

Remarque sur la position du centre de gravité : supposons qu’on laisse la distance 2/
entre roues inchangée. Notons #1 et £ les distances horizontales entre roue avant et centre
de gravité et entre roue arriére et centre de gravité. Ces distances n’interviennent que dans
le théoréme du moment cinétique en G et en relisant en diagonale la résolution qui précéde,
on voit facilement que 'on arrive & :

No+ Ny =Mg
fo Ny — 01 Ny =bF

d’ou en résolvant ce systéme par votre méthode préférée et avec £1 + £o = 2£ car c’est
la distance entre roues :
{ Ny = eMg-bF

27
L MgtbF
Ny = 255

La condition de non-glissement devient

2/

F<f |:€2Mg—bF:|
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ce qui remplace la force critique et 'accélération critique par

p_feMg o L flg
© T 20+ fb CT 20+ fb

On permet de plus fortes accélérations sans patinage en déplagant le centre de gravité
vers l'avant, c’est-a-dire vers les roues motrices, par exemple en placant le moteur a ’avant.

Remarque sur les propulsions : si ’on change le signe de F', 'accélération change de
signe et la voiture va en arriére. Dans le sens du mouvement c’est devenu une propul-
sion??. Cette fois c’est la roue 2 qui peut décoller mais c’est encore la roue avant dans
le sens du mouvement, par contre ce n’est plus la roue motrice et le décollage n’empéche
pas de continuer a avancer (« roue avant » des motards). La condition de non glissement
reste formellement inchangée, mais en notant F' = —|F|, on s’apercoit que lapparence
est trompeuse. En effet la condition s’écrit de fagon brute : f le coefficient de frottement,
|T1| < f Ny, soit

1 b

mais avec F' = —|F|, on arrive a
1 b
F - M — |F
Pl< s 50+ 1]

ce qui remplace la force critique et I'accélération critique (en valeur absolue) par

« My . g
Fczg_é et ac:g_g
foe F7

Une propulsion peut accélérer sans déraper plus fort qu'une traction (penser aux courses
de dragsters). Néanmoins, si 'on construit plus volontiers des tractions, c’est que la tenue
de route en virage est bien meilleure et pour une raison simple : si ’on tire 'avant d’une
voiture en biais, on la redresse et si I’on pousse 'arriére d’une voiture en biais, on amplifie
le phénoméne et I'on finit dans le fossé, sauf & apprendre & contrebraquer.

Remarque sur les automobiles & quatre roues motrices : si l'on exerce I'/2 sur chacun
des essieux 39, en relisant en diagonale ce qui précéde, on se convainc aisément qu’on arrive
NI Y N .

a 'V = 7 et au systéme :

Ni+No=Mgyg

T+ Ty =F
e(NQ—Nl)—G/<T1+T2):O
=15

=%

29. traction arriére est un oxymore.
30. Tout autre répartition du couple total sur les deux essieux est possible, on cherche ici & ne pas trop
compliquer les calculs.
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On retrouve les mémes valeurs de N7 et Ny, donc 'accélération maximale avant dé-
collage ne change pas, mais par contre la plus contraignante des deux conditions de non-
glissement devient

|F| 1 a
— < - Mg——|F
y <J[aM9- 5l

ce qui est plus favorable que pour un véhicule classique. Ceci explique que la capitale
soit envahie de 4 x 4 car il est bien connu que ses rues sont constamment boueuses. Ceci
explique aussi le grand nombre d’essieux moteurs d’une rame de métro ou de TGV pour
permettre une forte accélération sans risque de glisser sur les rails.
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