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RESUME :

On définit un dipdle électrique comme un ensemble de charges occupant un volume
restreint et de charge totale nulle. On étudie le potentiel et le chamyp électrique qu’un tel
édifice crée a grande distance (dipdle actif) puis Uaction d’un champ électrique créé par
d’autres charges sur un tel édifice (dipdle passif). On évoque les distributions quadripolaires,
la polarisabilité électrique et les forces de Van der Waals étudiées dans d’autres chapitres.

On définit un dipdle magnétique comme une répartition volumique de courants occupant
un volume restreint et non par le modéle classique de la spire de courant. Cela complique
singulierement les calculs mais est plus conforme a la réalité. On étudie le potentiel-vecteur
et le champ magnétique qu’un tel édifice crée a grande distance (dipdle actif ) puis l'action
d’un champ magnétique créé par d’autres courants sur un tel édifice (dipdle passif).

Pour la partie concernant les dipdles magnétiques, une certaine aisance en analyse
vectorielle est requise.
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1 Dipole électrique « actif ».

Il s’agit ici de considérer un dipole exercant une action sur d’autres charges.

l.a Potentiel créé a grande distance par une distribution de charges.

Soit un ensemble de charges, soit ponctuelles (charges ¢; en des points A;), soit réparties
en volume (densité volumique au point A notée p(A)) et contenues dans un volume V borné
de I'espace. On se propose de calculer le potentiel en un point M dont la distance a la plus
proche des charges est grande devant la distance maximale qui sépare les charges entre
elles.

Remarque : Dans la pratique, un dipéle est censé représenter la répartition des charges
dans un édifice atomique ou moléculaire. Dans le fil du chapitre, quand j’écris « molécule »,
entendez « molécule ou atome ».

Le potentiel recherché est donné rigoureusement par I'une des formules qui suit, selon
le contexte :

47T€0 HAZMH
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mais sous cette forme, il est inexploitable. Nous allons remplacer cette expression par
une approximation plus pratique.

Soit O un point ChOlSl arbltralrement au beau mlheu1 de la région qui contient les
charges. On note r = HOMH et W OTM ainsi que a; = OA comme sur la figure 1 p. 5.

M

FI1GURE 1 — Approximation de la distance.

1. Ne pas comprendre « au milieu », ce qui serait une localisation précise & définir plus correctement,
mais une vague localisation.



. .
On commence par calculer ||A;M||? puis
1.

développement limité a I'ordre 2 en . :
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d’ou 'on tire selon le contexte :
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Deux cas se présentent :

— ou bien la charge totale @ = ) . ¢ ou Q =

/ p(A)dV est non nulle et dans ce

cas, il est particuliérement futé de choisir le point O non plus arbitrairement mais
— —

au barycentre des charges, donc tel que ), ¢;OA; = 0 (une des deux définitions

équivalentes du barycentre). Dés lors, a l'ordre 2, on a :

Q

drmegr

0

r2

V(M)

ce qui signifie qu’a cet ordre, on peut remplacer la distribution de charge par la
charge totale placée au barycentre. On écrit +7% pour insister que c’est & 'ordre 2
donc une excellente approximation.

ou bien la charge totale est nulle et 1'on sait? alors que la quantité p = > O—AZ

oup = p(A) O—fldV est indépendante du choix du point O et est donc caracté-

ristique de la distribution de charge qu’on appelle alors dipdle électrique ; on appelle
— . . L, . s 1)
p moment dipolaire électriqgue. On a donc, & 'ordre 2 :

- —
p-u

V(M) = 4dmegr?

Dans tout ce qui suit, on se place dans le cadre d’une distribution dipolaire (c’est-a-dire

de charge totale nulle) .

Remarque : Sil’on sépare les charges du dipole en charges positives et charges négatives,

on pose (on ne traite, pour alléger, que le cas discret) ¢ =

— — - —
2. caralors Y, ¢ OAi — Y., ;. O'Ai =Y, ai (OAi - O/Ai) =>4
Zi qi = 0.

> _4i>03i et donc, puisque la

N —_—
00’ = (3, ¢i) OO’ = 0 puisque



charge totale est nulle —q = Zqi <0 %- Appelons A et B les barycentres respectifs des
charges négatives et positives, alors le moment dipolaire du dipole peut se réécrire ainsi :

7= 4604 =Y 04+ ¢OA; =qOB-qOA
) q;>0 q;<0
qui est le moment dipolaire d’une distribution & deux charges —q en A et ¢ en B ; en pour-
. . _ — — —_—  — —

suivant on arrive & p' = qOB —qOA =¢q (OB — OA) = g AB. On peut donc remplacer
une distribution dipolaire quelconque par la somme des charges positives concentrée en
leur barycentre et la somme des charges négatives concentrée en leur barycentre et se ra-
mener ainsi a la premiére approche traditionnelle du dipoéle : un ensemble de deux charges
ponctuelles? opposées placées en deux points proches, bien qu’aucun dipole réel ne soit
ainsi constitué.

1.b Champ créé a grande distance par une distribution dipolaire.

La formule donnant le potentiel indique une symétrie de révolution autour de la direc-
—
tion du moment dipolaire, puisqu’en introduisant ’angle @ entre p et OM, on a, en notant

p=7l:
p cos b

VOD = Gy

FIGURE 2 — Notations utilisées.

L’expression du champ sera donc simple en cordonnées sphériques ou la direction de
7 est prise comme axe Oz. Le point M est repéré par r et 6 déja définis et enfin ¢ angle
entre le plan défini par P et OM et le plan £Oz (Ox est arbitraire). La base locale est
notée traditionnellement e, qui se confond avec notre u, €5 qui lui est orthogonal dans

cro — Py — . = —
le plan défini par p" et OM et e, qui leur est orthogonal. On a £ = —grad V' dont les
composantes sur la base locale sont :
oV 2pcost
or  Admwegrd

3. C’est un dipdle de Moldu, dit-on & Pouldard.

E, =




10V psind

Ey=—>-—=+""""
0 r 00 Admweqrs
1 9V
E = — _— =
© r sinf Jp

Puisque E, = 0, on peut se contenter d'une figure (la 2 p. 7) dans un plan méridien.
On peut préférer a expression du champ qui en résulte, soit :
— 1

RE— (2p cos@e, + p sindep)

une expression intrinséque, c¢’est-a-dire ne faisant pas référence a un répére particulier.

, . S A . ; YV — _ OM
Dans 'expression qui précéde,  ne pose pas de probléme puisque c’est [|OM]|| et w = =
non plus. On peut remarquer que (cf figure) :
P =pcoshe, —psinbe
d’ou
: = — =
psinfeg =pcosbfe. —p
. . — —
ce qui permet d’escamoter le sin 6 et enfin escamoter le cosf grace & p - u = p cosf

(rappelons que e, = ). Allons-y :

1
EZW[QZ)COSGZ)—F@COS@@_&)}—?)]
— 1 — =

— 1
E=—B(P W)u-7
471’607"3[ (p-w) = 7]

1.c Surfaces équipotentielles et lignes de champ.

e Surfaces équipotentielles.

On a, en coordonnées sphériques (cf supra) :

p cosd
V(M) = 4dmegr?

qui indique une symétrie de révolution autour de l'axe portant le vecteur moment

dipolaire P ; I'intersection de la surface avec le plan méridien suffit donc a la définir. I
s’agit d’une courbe d’équation polaire :

r:”M:Cte\/COSG
47T€0V
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Le tracé est de routine?, laissons faire un logiciel ad hoc pour différentes valeurs® du
potentiel V| positives ou négatives. On obtient la figure 3 p. 9 ou il ne faut surtout pas

oublier que, prés du point O (la ou se regroupent toutes les courbes), 'approximation n’est
plus valable et le tracé non plus.

F1GURE 3 — Quelques équipotentielles.

e Lignes de champ.

La symétrie indique qu'une méme ligne de champ est contenue dans un plan méri-
dien. Par définition, une ligne de champ est paralléle en chacun de ses points au champ
électrique. Un déplacement élémentaire d¢ = dr e, + rdf e; (expression classique en coor-

-
données polaires) est paralléle au champ F = @ (2p cosf e, +psinfeg) donc aussi

a2 cosfe, +sinf ey, ce qui se traduit par :

dr rdé
2 cosf  sinf
dr cos0do
— ==
r sin 0

d’olt par intégration :
Inr =2 In(sin0) + Cte

r = Cte sin® 0
Le méme logiciel, mis & contribution, conduit, avec plusieurs valeurs pour la constante,

a la figure 4 p. 10 o, 1a non plus, il ne faut surtout pas oublier que, prés du point O (1a ou
se regroupent toutes les courbes), approximation n’est plus valable et le tracé non plus.

4. 1l faut se rafraichir la mémoire sur le tracé de courbes en polaires.

5. 81 V >0, il faut cos @ > 0 soit, & 27 prés, —5 < 0 < 5 et si V <0, il faut cos @ < 0 soit, & 27 prés,
T << EE
2 2



FIGURE 4 — Quelques lignes de champ.

1.d Distributions quadripolaires.

Certaines distributions® de charges sont telles que Y. =0et> . q a = 6); on ap-
pelle un tel édifice un quadripéle. En électrostatique, leur effet est en pratique négligeable
mais en électromagnétisme, les distributions quadripolaires peuvent générer une onde élec-
tromagnétique (voir chapitre C-XI) et c’est pourquoi nous ne les passons pas sous silence
ici.

Pour calculer une bonne approximation du potentiel créé, il faut alors poursuivre le
développement limité, effectué ci-dessus, un cran plus loin. Reprenons donc :

1
1 1 o a2\ 2
- = |14+ _27.524_% — ...
A M| T " "

soit en ne conservant que les termes d’ordre 2 au plus :

1 1 v o, 1a? 3(u-ai)2+
_ = s G 2
| A M| T roo 22 2 72

6. C’est le cas, par symétrie, de molécules linéaires symétriques comme COz (mais pas H>O coudée)
ou planes avec trois liaisons a 120° comme NOs (mais pas N Hs non plane).
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I . — - . . co .
d’ott par sommation, avec Y . q; =0et Y, ¢; ai = 0 et en introduisant artificiellement
22 =1 pour donner une allure plus homogéne :

VM) = 47T€07“3 qu (W -ai)” _72 @i’ u

R . _
Apreés quelques calculs de routine, en notant x;, y; et z; les composantes de a’; et
— . . .
Ug, Uy et u, celles de ', on peut présenter le résultat comme une forme quadratique des
— 2 . e
composantes de u notée matriciellement :

1
V(M) = " u
(M) = (D) (@ (@)
N . 9 2 2 2 N . e,
ou Q11 = Z 5 (227 — y; — z;) et analogues et ou, avec une matrice symétrisée,
i
Q120 = Q2 = Z % (3x;y;) et analogues. En pratique, on sait qu'une forme quadratique

1
a une matrice diagonale dans une base orthonormée bien choisie, en physique celle qui
respecte les symétries du probléme ; dans cette base, seuls @11, Q22 et (X33 sont non nuls.

Remarque 1 : notez ’analogie, quoiqu’imparfaite, avec la matrice d’inertie d’un solide
(voir chapitre B-VIII).

Remarque 2 : notez que la trace de la matrice Q@ (c’est-a-dire Q11 + Qa2 + Q33) est
nulle, ce qui est anecdotique.

2 Dipole électrique « passif »

Il s’agit ici de considérer un dipéle subissant ’action d’autres charges par I'intermédiaire
du champ qu’elles créent.

2.a Force exercée sur un dipdle par un champ.

Un dipdle est réputé tout petit. En bonne premiére approximation, on peut considérer
que le champ E (créé par les charges autres que celles qui constituent le dipole) est uniforme
dans la région restreinte occupée par le dipole. Par addition? des forces subies par les
charges du dipole, on a :

:;?i:;% (ZQ> —0-E=0

7. ou par intégration pour une distribution de charges, ce qui ne change pas la méthode de calcul, mais
sa présentation.

11



car la charge totale ). ¢; est nulle par définition.

Lorsqu’une approximation conduit un résultat nul, celui-ci n’est pas valable quantitati-
vement (hormis ici le cas d’'un champ uniforme, comme celui qui régne dans un condensateur
plan) mais quantitativement : il faut comprendre que la force est trés petite.

Détaillons sur 'une des composantes de la force, celle sur z par exemple, avec une
approximation plus fine :

Entre un point O « au beau milieu du dipole » et un point A; ou se trouve la charge
q; la variation de F, est assez faible pour qu’on puisse I'assimiler & une différentielle, soit
E.(A;) — E;(O) = dE, ; or une propriété du gradient est que dE, = gr?iEx - & avec ici
al = O—A; et le gradient calculé en O, d’ott

—_— — —_— —
E.(4;) — E;(O)=dE, =grad E, - d¢ = OA; - grad £,
Reportons dans 'expression de F;, en tenant compte que » . ¢; = 0, on arrive a :

Fo=Y 4 E(0)+ 4; 04 grad B, = (Z%) Ex(0)+<2q¢@>-@E =

0F, n OFE, n OFE,
ox Py oy bz dy

-=0E,(0)+ 7 -grad E; = p,

L’approche énergétique (cf infra) donne une approche possible qui, cerise sur le gateau,
donnera facilement 'effet de cette force ; patience!

2.b Moment dynamique exercé sur un dipdle par un champ.
La force subie est quasiment nulle, il en résulte que le moment dynamique est quasiment
indépendant du point de calcul (voir chapitre B-II en mécanique) et 'on parle alors de

couple. Son moment est calculé par addition des moments élémentaires calculés en un
—
N . . . I L .. —
méme point arbitraire nommeé ici O. On a donc, avec, par définition p" =), ¢; OA; :

7:2Mi(0)=ZO—A;quE=ZQ¢()—A;AEZ <Zq1~O—A;)/\§=;/\§

Retenons :
— - =
I'=pAFE

N
Ici le résultat est non nul et 'approximation commise (£ uniforme) donne donc un
résultat acceptable.
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Quel effet ce couple va-t-il avoir 7 Dans la pratique un dipole est une molécule pas ou
peu déformable se comportant & peu prés comme un solide et le couple le fera tourner dans
le sens qui améne p vers E (voir la direction et le sens du produit vectoriel et le sens de
rotation associé par la régle du tire-bouchon). Formellement, puisque H?H = ||? A EH =

— —
1P| IIE] |sinf| oit 6 est 'angle entre p  (qui tourne) et E (fixe par hypothése), on a le
méme type de moment que dans le mouvement du pendule; les inévitables phénoménes

—
dissipatifs vont aboutir a4 un équilibre ott p’ se sera aligné (en direction et sens) avec E
(soit # = 0).

2.c Energie d’interaction entre un dipole et un champ.

Il suffit de se souvenir que I’énergie d’interaction d’une charge ¢ en M et d’un champ
_
E dérivant du potentiel V est € = ¢ V(M ). Dés lors par sommation, on a, pour un dipdle :

5: 25, = ZQZV(Az)

Entre un point O « au beau milieu du dipéle » et un point A; ot se trouve la charge g;
la variation de V' est assez faible pour qu’on puisse I’assimiler a une différentielle (méme
démarche que plus haut), soit V(4;) — V(O) = dV ; or une propriété du gradient est que

—_ — — —_— —
dV = grad V - df avec ici d¢ = OA; et le gradient calculé en O (on notera grad V' O) ; enfin

— —
E(O)=—gradV o Par définition du potentiel. Résumons :

—

R — —_— — —
V(A;) — V(O) =dV = grad V - & = OA, - grad V‘O — _0A;- E(0)
Reportons dans I’expression de I’énergie, en tenant compte que ). ¢; = 0, on arrive & :

E=D aV(A) =3 a (v(0)- 0% - E(0)) =

Retenons :
_
E=—p-F

2.d Retour sur la force exercée sur un dipdle par un champ.
Imaginons que ’ensemble des charges qui constituent le dipdle est « gelé » de sorte
que celui-ci se comporte comme un solide, susceptible de se déplacer en translation et

rotation sans déformation (en particulier le module (la norme) p du moment dipolaire p’
est constante).
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On rappelle (voir chapitre B-VIII) que la puissance d’une action dont la résultante

— —
(force totale) est F' et le champ de moment est M, appliquée & un solide soumis dont le
centre de gravité G a une vitesse ¥ (G) et dont le vecteur rotation est w est donnée par

la formule :
P=F T(G)+M(G) &

Imaginons maintenant un déplacement élémentaire en translation sans rotation (cette,
non seulement p mais aussi p est constant), alors par définition de 1’énergie potentielle,
on a, en n’oubliant pas que, dans ce type de mouvement, tous les points d’un solide ont la
méme vitesse et le méme déplacement :

—

= N —
dé =-W=-Pdt=—-F -vdt=—-F -

—_— —
Par comparaison avec d€ = grad € - d¢, on en déduit, en rappelant les conditions de la
dérivation :
— "
F=—grad&

7 =Cle

—
Voyons ce que cela donne pour I'une des composantes de F' (les autres se traitent de
la méme fagon), par exemple sur z :

o€ 0

Fr=—_— :7(pa:Ex+pyEy+szz)
Oz ?:CTé Oz (P Py ,pz)=(Cte)
oF oF oF
Fo=pa 8; thy O:Ey P 8;

ot l'on notera® que la dérivation est par rapport a x pour les trois termes.

On retrouve pas la méme expression que dans le résultat obtenu plus haut, au para-
graphe 2.a p. 11. Les deux expressions de F,, différent de :

0B, 0B\ (0, oL,
Py "oz oy b=\ "oz ox

—_—
. — L. . . .
qui n’est autre que la composante sur Ox de p Arot E, or en régime stationnaire, qui

. —_— — — .
est le cadre de cette étude, on sait que rot £ = 0. Tout va bien, donc.

Remarque 1 : si 'on imagine une rotation sans translation autour d’'un axe Gz perpen-
. T = = N , SN
diculaire & p et E dans le sens de E A p, la méme méthode conduit & :

d€ = —W = -Pdt = -M,w,dt = —M,db

8. Par expérience, on commet souvent des fautes d’inattention a ce sujet.
p , )
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—
ot § est I'angle entre E (fixe) et p (en rotation); d'ou M, = —%. Or dans ces

L. —_ — N —
conditions, E = —p - E = —||P|| || E|| cos® = —p E cosf, d’ou :
dcosb
M,=pE Caogs = —pFE sind

— - =
ce qui est une formulation équivalente & I' = p A E ; la aussi, une fois maitrisée, la
méthode est plus rapide.

Remarque 2 : Dés qu’une action dérive d’une énergie potentielle, elle fait évoluer le
systéme vers un minimum d’énergie, ici de —p E cos 6. Dans '’hypothése d’'un moment p
pas ou peu variable (c’est toujours le cas en fait), d’un point de vue orientation a position
fixe (donc avec FE fixe) le minimum est obtenu pour # = 0 soit le dipole aligné avec le
champ, ce que 'on a établi plus haut. Pour un dipéle orienté parallélement au champ,
I’énergie est —p F et dans I’hypothése d’un déplacement de dipole orienté, le minimum est
obtenu pour E maximum. Résumons : dans un champ créé par d’autres charges, le dipole
s’aligne avec le champ puis se dirige vers les zones ot le champ est fort.

3 Autres aspects du dipdle électrique.

3.a Dipole déformable.

Lorsqu’un dipdle est placé dans un champ, uniforme en bonne approximation, dans
I’espace qu’il occupe, les charges positives sont attirées dans le sens du champ et les charges
négatives dans le sens opposé, il en résulte des déplacements dans ces mémes sens qui
aboutissent, si le champ n’est pas trop fort, & un nouveau équilibre interne lorsque les
forces intérieures compensent les forces extérieures. Au cours de ce déplacement le vecteur

. . .1 c — A s — A
moment—dl;?olalre varie d’une valeur initiale p" =), ¢; OA; & une valeur p’' =5, ¢; OA]
ou les A; Al sont les déplacement des charges. Il en résulte que la variation du moment
dipolaire est :

—
AP =D =7 =) a4
i

Au vu des remarques précédentes les g; m sont dans le sens du champ, que la charge
soit positive ou négative et donc la variation du moment aussi. Cette variation regoit le nom
de moment dipolaire induit, il se superpose (s’ajoute) au moment préexistant en champ
nul, appelé dans ce contexte moment dipolaire permanent (éventuellement nul pour une
distribution quadripolaire).

Un molécule qui acquiert un moment induit sous I'action d’un champ est dite polarisable
(en fait, toutes le sont) et le phénomeéne que 1'on vient de décrire s’appelle la polarisation
électrique. Un milieu contenant des molécules électriquement polarisables est un diélectrique
(en fait, tous le sont).
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Le lien entre champ subi et moment induit reléve de plusieurs mécanismes qui seront
étudiés dans le chapitre C-XII consacré aux propriétés électriques de la matiére, c’est-a-dire
aux diélectriques.

La logique de mon cours autorise des copiés-collés entre chapitres; ici ce n’est pas per-
tinent, car ¢a alourdirait trop ce chapitre. Admettons simplement ce résultat : en général,
il y a proportlonnahte entre le champ et le dlpole mdult noté plus haut A7p, et plus
couramment p,;. On note traditionnellement p; = « E ot « s’appelle la polarisabilité
électrique de la molécule. Je passe volontairement sous silence les cas plus exotiques.

Remarque : si le champ est trop intense, les déformations sont si grandes qu’elles
conduisent & la rupture, c’est-a-dire ’ionisation de la molécule.

3.b Forces de Van der Waals

Quand on considére 'interaction entre deux dipdles, on peut étudier I'action subie par
I'un (en tant que dipodle passif) de la part du champ créé par autre (en tant que dipole
actif). L’application des formules établies plus haut aboutit aisément a des résultats mais
dans la pratique, ce serait calamiteux de s’en satisfaire béatement : en effet, ’agitation
thermique vient perturber ce bel édifice, essentiellement en faisant tourner les dipéles sur
eux mémes, ce qui change du tout au tout 1’énergie d’interaction. Un traitement thermo-
dynamique s'impose ; il est réalisé dans le chapitre E-VI consacré, entre autres, aux gaz de
Van der Waals. La encore le copié-collé alourdirait trop ce chapitre.

4 Dipole magnétique « actif ».

4.a Potentiel-vecteur créé a grande distance par une distribution de
courants.

e Développement limité.

Soit un ensemble de courants répartis en volume (densité de courant au point P notée

T(P) ou j—)P) et contenus dans un volume V borné de I’espace dont ils ne sortent pas. On
se propose de calculer le potentiel-vecteur en un point M dont la distance & V est grande
devant la taille de V. Ce modéle est plus complexe a gérer que la traditionnelle boucle de
courant, mais il est beaucoup plus proche de la réalité.

Remarque : Dans la pratique, un dipdle est censé représenter la répartition des courants
électroniques dans un édifice atomique ou moléculaire.

En régime permanent car le dipdle est réputé fixe, le potentiel-vecteur recherché est
donné rigoureusement par la formule :

M /// qu P)dy
v 47rHPMH
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Nous allons remplacer cette expression par une approximation plus pratique, par la
méme méthode que pour le dipole électrique.
Soit O un point choisi arbitrairement au beau milieu de la région qui contient les
oM
T

Py — .. — =4
courants. On note r = ||[OM]|| et w = ainsi que rp = OP comme sur la figure 1 p. 5

(ot P remplace A;).

On reprend sans le redémontrer le résultat établi plus haut :

11 u
<1+ r_’p+>
|PM|| T

d’ou l'on tire le résultat suivant ot @ et r sont relatifs au point M o Pon calcule le
potentiel-vecteur et ou les intégrations portent sur les coordonnées du point P du domaine
ol circulent les courants :

A —4M/// jpadv

e Etude du premier terme.

u ’I"p dV

9 & montrer mathématiquement de facon

Le premier terme est nul mais ce n’est pas aisé
s_i)mple. Le mieux e_s)t de tra_i)ter composante par composante. Selon Oz, la composante de
jp est, en notant j pour jp et = pour zp :

— -

Je=¢€z- ] —gradx j —gradx j —|—a:d1Vj —dlv(xj)

ot I'on a utilisé différentes astuces :
~ le fait que gradx = e, (il suffit d’effectuer le calcul)

— le fait qu’en régime permanent ou quasi-permanent, on sait que div 7 =0
— la formule d’analyse vectorielle div(f V) =grad f-V + f divV

Si l'on appelle X' la surface limitant V), au niveau de laquelle, par construction de V qui
englobe les courants sans les laisser sortir, les courants sont nuls ou a la rigueur tangentiels,
on a, avec le théoréme de GREEN-OSTROGRADSKI :

///ijdvz///vdiv(xT)dv:ﬁzxj,dgzo

Il en est de méme pour les autres composantes et finalement, on a /// j?a av="0
1%

On préférerait quelque chose de plus physique. On peut imaginer que les courants
s’organisent en tubes de courant fermés, assimiler un de ces tubes parcouru par une intensité

9. L’étude du second l’est encore moins. Un grand merci & David Augier pour sa précieuse collaboration
a ce calcul du potentiel-vecteur.
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I, uniforme en régime permanent ou quasi-permanent, & un courant filiforme en remplagant

— — — — —
I’élément de courant jp dV par I dl. La contribution du tube est alors § I dl = 1§ dl = 0
puisque le circuit est fermé. Par sommation sur tous les tubes, on obtient bien un résultat
nul.

e Etude du second terme.

— —

Intéressons nous au terme jp (U -75) = jp (rp - ) dont la stucture ne permet pas de
« sortir » le terme constant u de l'intégrale. L’astuce consiste a partir de la formule du
double produit vectoriel 1. On a donc, en réorganisant 1’ordre des termes :

jp(rp-u)—rp(u -jp)=u A(jpArp)

Une seconde astuce, beaucoup moins immédiate consiste a mettre les composantes sur
les trois axes du premier membre de ce résultat, en changeant la différence en somme (notée

=
S'), sous forme de la divergence d’une fonction dont le flux est nul sur X' comme plus haut.
— = —

— - - T, 5
En notant j pour jp et x pour zp, la composante S, sur z de S = jp (rp-u)+rp(u-jp)
est :

Se=ju(rp-w)+a(u-j)=(es- ) rp-u)+a(u-j)=
— (gradz- J)(rp-u)+T-(@]) =
— (gradz - J +a div ) (rp- )+ grad(ip - W) (x j) =
= div(z J) (rp w) +grad(7p - @) (2 7)) = div [ @) (2 )

ou 'on a utilisé différentes astuces :

— une nouvelle fois le fait que grad z = e,

— une _I)louvelle fois le fait qu’en régime permanent ou quasi-permanent, on sait que
div j =0

— une nouvelle fois la formule d’analyse vectorielle div(f V) =grad f - V + f divV

— le fait que grad(rp - w) = (il suffit d’effectuer le calcul, sans oublier que vis-a-vis
des dérivations par rapport aux coordonnées de P, 7, lié & M, point ot I'on calcule
le potentiel-vecteur, est constant)

. . . =7 — g . =7 . .

— une derniére fois la formule div(f V) = grad f - V + f divV au « niveau de jeu

supérieur »

N
La projection sur = de l'intégrale de S sur V est :

///Vsmdvz///vdiv[(v?-ﬂ’)(m%] dvzﬁg(rp.m@% T 0

- —
(¢ a

— — - — N
10. Une des formulations est @ A (b AT) = b Y=< (a - b) utilisée ici avec @ = u, b = j-p)

— —>
et ¢ =rp
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-
et de méme pour les autres projections, d’oul /// S dV = 0, parce que les courants

1%

sont nuls ou a la rigueur tangentiels sur X' (cf supra).

e Synthése.

Le premier terme du développement du potentiel-vecteur est nul, on a donc, au premier

ordre non nul :
Z( // (W -7p)dV
T Ar 7“2 r)

On a les deux relations suivantes :

— = — —_ = — - = =
u

jp(rp-u)—rp(u -jp)= u A(jpATp)

- — — - - — —
jp(rp-u)+rp(u -jp)= =S

—
ou 'intégrale de S est nulle. Par demi-somme puis intégration on en déduit :

= 1 —> —
// JP(u-rp // u A( jp/\’r‘P dV—u/\/// (jp Arp)dV
%

On appelle moment dipolaire magnétique de la distribution de courants et ’on note
habituellement 771 la quantité (attention a la permutation de termes du produit vectoriel) :

d’ont
R — R —
// (W -rp)dV=—u Am=mA u
et
— —
VAN
Ay =28
4w 72

résultat que l'on a encadré parce qu’on a beaucoup souffert pour I'obtenir.

e Le moment dipolaire est intrinséque.

Il nous reste un point a régler : la définition du moment dipolaire dépend d’un point
.. . . L . — . P .
origine arbitraire O cachée par la notation rp. Au lieu d’écrire :

1 —> —
/// (rp Ajp)dV
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il efit été prudent de noter :

=/ﬂv S0P A (P)dv

Nous allons montrer que m est indépendant du choix de O, donc qu’il ne dépend que
de la distribution. Pour cela, il suffit de monter qu’avec deux origines O et O" quelconques
m(0) — (O’ ) = 0. En exploitant un résultat intermédiaire établi un peu plus haut, a

savoir jp V=70 , C’est aisé :

v
/// L©OP - 0Py AT (P)av =
/// (00 A 7 (P))dV foo' /// =0

Désormais le dipole sera décrit par la seule donnée de son moment dipolaire qui s’avére
ne dépendre que de la répartition des courants et est donc une grandeur intrinséque.

Sl

7(0) —

4.b La boucle de courant, vue comme un dipdle.

Un spire filiforme, plane ou non, de section négligeable, est un cas particulier. On a vu
dans le chapitre sur le magnétisme que I’élément de courant j dV peut étre réécrit sous la
forme I dl sans modification de la réalité physique sous-jacente ; parallélement l'intégrale
triple de volume se traduit par une intégrale simple curviligne sur une courbe fermée. Sans
qu’il soit besoin de redémontrer quoi que ce soit, I’on peut affirmer que dans ce contexte,
le moment dipolaire magnétique de la spire est défini par :

1
m:ff@Aa
V2

— —
— Ho mA u

A(M)_47T 72

et que l'on a toujours :

Une spire de courant, quelles que soient sa forme et méme sa taille, pourvu qu’on
mesure le champ loin d’elle (& une distance grande devant sa taille), est aussi un dipole
magnétique.

e Autre présentation du moment dipolaire d’une spire.

214 . .. 17 S s1s . — =7
Un élément de circuit dl est un segment PP’ élémentaire et rp n’est autre que OP.

: 1= A 77 17p 7 : / p
On sait alors que 57p A dl = 5 OP A PP’ est le vecteur surface du triangle OPP'. Géo-
métriquement, la juxtaposition de tous les triangles OPP’ reconstitue le cone de sommet
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O et de base la spire et la somme des %775 A EZ) n’est donc autre que le vecteur surface
de ce cone. Si I'on se souvient que toutes les surfaces ! de méme contour (ici la spire) ont
méme vecteur surface, définissant ipso facto le vecteur surface g de la spire, on a donc
tout simplement :

m=19

Pour terminer, un petit dessin sur un ticket de métro usagé suffit & monter qu’ainsi
défini, le vecteur surface est conforme & la régle du tire-bouchon appliquée au sens du
courant dans la spire.

e Indications sur les calculs a partir de la spire.

Si ’on décide dans un cours de premiére approche de prendre la spire comme modéle de
dipole, les calculs deviennent beaucoup plus aisés. Je suis parti d’'un modéle plus réaliste
car il s’agit ici d’un cours d’approfondissement. Je donne ci-aprés quelques indications pour
ceux qui en auraient besoin.

— -

La clef est qu'un élément de circuit d/ est un segment PP’ élémentaire, d’ou :
dl =PP =0OP —OP =dOP =drp

Le développement du potentiel vecteur aboutit par le méme type de calcul & :

I I
Ay =10 fdﬁw pol fdr?(ﬁ-ﬁ»)

4rr 4rr

Le premier terme est nul car :
— —1fi
§ 4% = 7 =0

car le circuit est fermé et la fin en est aussi le début.

Pour le second terme, la formule du double produit vectoriel donne ici :
T A (R A TP = 7B (dFF - ) — dFp (T - 77)

. . . = 1 — — . .
soit en introduisant d.S = 57p A drp (cf supra) puis en changeant de signe par per-

mutation des facteurs du produit vectoriel :

2T NS = 7P (dFF - @) — dFp (T - 7P)

11. Evidemment, si la spire est plane, on choisira la surface dans son plan, I'intégration vectorielle se
résumera alors & une intégration scalaire.
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2dS AT = dip (W - 7p) — 75 (dp - W)

. . . . . — .
Par ailleurs, la dérivation d’un produit de trois termes dont un constant (') puis une
réécriture en permutant les deux facteurs d’'un produit scalaire donne :

A [ (% - 7)) = dip (W - 75) + 73 (W - d7p)
A [ (T - 7)) = &7 (T - 78) + 77 (7 - )

On effectue la demi-somme des résultats des deux approches puis on intégre sur le
circuit fermé :

?{d@(ﬁ-@)z <%d§>A7+;]{d[7p(7-ﬁﬁ)]:...

- = 1 - =
o= S A S B (T T = S A
et en multipliant par le coefficient mis de coté :
7 §> — -  —
— N u mA u
Ay =Hro 0t o
4772 47 r2

C’est plus simple et plus rapide, bien siir, mais avec un modeéle peu réaliste.

4.c Champ magnétique créé a grande distance par une distribution de
courants.

e Calcul direct.

. =4 — . .
Le champ magnétique se calcule par B = rot A, les dérivations portant sur les co-

ordonnées de M point ol 'on calcule le champ. En coordonnées sphériques, d’origine le
point O choisi au beau milieu du dipéle et en prenant Oz paralléle a 71, dont on note m le

_ ey .
module (la norme), on a, en remarquant que u n’est autre que le vecteur unitaire radial
ﬁ . .

e, et avec les notations classiques :

— = — = . —
Z— po M AU pg me; Ae.  pp msinfe,
4 r? 47 r2 47 72

donc de composantes A, =0, Ag =0et A, = 7 %@ne.

Le formulaire sur le rotationnel en coordonnées sphériques donne ici :

( _ 1 9 _ 0Ay __ 1 0 (s _ 2pom cosb

B, = 7 sin 6 BH(SIHQAW) Op ~ rsinf 80<Sln0A<P) - 4mrs
=_1 04 19 —_19 _ pomsing

By = rsinf Oy r 8T(TA‘P) - r BT(TA‘P) 473
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ce qui est formellement identique au champ créé par un dipdle électrique en y rempla-

cant 47360 par £ et p par m.

e Les raisons profondes de I’analogie.

Cette identité formelle semble ici le fruit d’un hasard de calcul ; nous nous proposons
maintenant de montrer qu’au vu de 'analyse vectorielle c’est une nécessité 2.

Nous utiliserons les remarques suivantes :
— les expressions du champ et du potentiel électriques créés par une charge ponctuelle
— —
permettent d’affirmer que % = — grad (1)
S
— la formule d’analyse vectorielle rot(f V') = f rot V 4+ grad f A V qui devient, si V
— —
est un vecteur constant comme 17, la formule simplifiée r_o—t}:( fV)y=gradfAV
. _ s — —_— . = —
— la formule d’analyse vectorielle rotrot V' = grad divV — AV
. . g . =7 % H . . . g
— la formule d’analyse vectorielle div(f V') = f divV + grad f - V qui devient, si V

— — —
est un vecteur constant comme i, la formule simplifiée div(f V') = grad f - V
é

|

— la formule d’analyse vectorielle, valable dans le cas ot V' est un vecteur constant,
A(fV)=AFV

— I’équation de LAPLACE (voir le chapitre sur I’électrostatique) appliquée au potentiel
électrique créé par une charge ponctuelle permet d’affirmer que A (%) = 0, sauf en
r =0, ce qui n’est pas le cas a grande distance

On peut donc dire que :

— —(mAT — — (1
B:ﬂrot :—&rot m/\grad ==
4 47 r

r2

— (1 1
.:%;oz[grade] :“—%—£<m) _
s r T r
— 1 1
~:&graddiv “m) A (Cwm) =
47 r 47 r
po — |——= (1) — Ho 1\ . pwo— (m-u
-wo=-—grad |grad | - | -m| —-—A|(-) m=-——grad
4 r 47 r 4 72
) : - L meu e 1 1 (P N
L’analogie entre B = [ grad (5 ) et £ = yp==n grad ( 2 ) est dés lors flagrante

et 'on peut en transcrite point par point toutes les conséquences.

L’expression intrinséque du champ magnétique créé par le dipole sera donc :

§:4’;°rg 3(m - @)@ — m]

L’équation polaire, dans un plan méridien, des lignes de champ sera donc r = Cte sin? #

12. Si vous n’avez pas encore lu « Le hasard et la nécessité » de Jacques MoONOD, il n’est pas encore
trop tard.
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5 Dipole magnétique « passif ».

Il s’agit ici de considérer un dipéle subissant I'action d’autres courants par l'intermé-
diaire du champ qu’ils créent.

5.a Force exercée sur un dipoéle par un champ.

Un dipoéle est réputé tout petit. En bonne premiére approximation, on peut considérer
que le champ B (créé par les courants autres que ceux qui constituent le dipdle) est
uniforme dans la région restreinte occupée par le dipdle. Il suffit de sommer les forces
de LAPLACE sur les différents éléments de courant, soit, selon que l'on préfére le modéle
volumique ou le modéle de la spire :

— — — —

F:///jpdV/\B ou F:y{I
— — — — — —
FZ(//jpdV)/\BZO ou :I<fdl>/\B

car /// 71: dV et 7{ dl sont nuls (cf supra). Comme pour le dipole électrique, cela

signifie que la force est petite et qu’il faut revenir sur ’hypothése du champ uniforme ou
trouver une autre approche, énergétique par exemple (cf infra) si 'on veut un résultat plus
fin.

—
AN B

2|

=)

5.b Moment dynamique exercé sur un dipéle par un champ.

La force subie est quasiment nulle, il en résulte que le moment dynamique est quasiment
indépendant du point de calcul (cf chapitre B-II) et I’'on parle alors de couple. Son moment
est calculé par addition des moments élémentaires calculés en un méme point arbitraire,
par exinple le point O qui a servi au calcul du moment dipolaire, d’otl1, en notant encore
rp=0OP:

T’:///EA(T;ﬂV/\?) ou ?I%@/\(Iﬁ/\ﬁ)

En utilisant la formule du double produit vectoriel, on a, selon le contexte, I'une ou
Pautre des formules suivantes :

e d —_ = — — — —
F://jp(B-Tp)dV—B-//rp-jpdV
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- —

ou, en rappelant que dl = drp
— —_ = — — — —
I :fIdTP(B'TP)—IB‘%TP'dTP

N — - —

De la méme facon qu’avec @ indépendant du point P, on avait ///y p(W-rp)=mAu

-, — —  — . . - —
et ¢ Idrp (W -rp) = mA u, le premier terme des deux expressions est m A B. Le second

terme est nul, dans le cas filiforme c’est simple :

=0

2

-  — 7"—>P2 fin
rp - dT‘p =

début

et dans le cas volumique, on met ce terme sous forme d’une divergence d’un vecteur
nul en dehors du dipdle. On ne fait pas ici le calcul intégralement du méme type que ceux
déja effectués, on se contente de donner quelques jalons :

—

Tp-jp :-zj+yjy+zjz

2 2 9 )
T (5) T-50(5) T+ 5 T w(5)

etc.

On arrive donc & un résultat analogue & celui d’un dipoéle électrique dans un champ

électrique :
N

— — — —
F=20 et I'=mANB

dont D'effet est d’aligner par rotation le dipéle sur le champ.

5.c Enmergie d’interaction entre un dipdle et un champ.

Trouver 'expression d’une énergie potentielle, c’est montrer qu'un travail élémentaire
est la différentielle d’'une fonction de la position.

On a vu dans le chapitre sur la magnétostatique que le travail des forces de LAPLACE
est dans le cas général 0W = I d0pcoupe OU 0@Pcoups;, de par sa définition, est certes un
infiniment petit mais pas une variation élémentaire d’une grandeur fonction de la position.
Si le champ est stationnaire, alors, ce travail a une autre expression, 0W = I d®, ot d® est
bien la variation du flux magnétique a travers le circuit, mais I d® n’est pas en général une
différentielle. Si le champ et I'intensité sont stationnaires, alors 6W =d(I @) et U = —1 &
est une énergie potentielle mécanique. N’exultons pas pour autant car dans ce contexte,
les phénomeénes d’induction ont des effets énergétiques importants. Bref, pour des circuits
filiformes, en particulier une boucle de courant, ce n’est que dans le cadre du chapitre

25



C-VII sur l'induction que ’on pourra mener & bien une étude énergétique rigoureuse. Ce
sera fait.

Pour une répartition volumique de courant, on peut arriver & mener & bien les calculs
si cette répartition est celle d'un dipdle rigide, c’est & dire une répartition qui se comporte
comme un solide, c¢’est-a-dire encore une répartition stationnaire dans un référentiel mobile.
C’est le cas en trés bonne approximation.

Par intégration des puissances élémentaires (ici le passage par la puissance plutdt que
le travail est plus aisé), on obtient :

P:///(j_’pdmﬁ)

Puisque le dipole se comporte comme un solide, les différentes vitesses sont liées; du
reste, si ce n’était pas le cas, aucun espoir d’en déduire quoi que ce soit. On reporte donc
—> —> — —> < . P L L —
vp =v0 + w Arp ou O est le point précédemment choisi comme origine et W le vecteur
rotation. L’intégrale se scinde en somme de deux intégrales.

La premiére est :

///(j_,SdVAﬁ)-v //]pdV/\ — 93 -F =0

car on a reconnu l’expression de la force calculée plus haut.

La puissance recherchée est donc égale a la seconde intégrale :

P://ﬁ;dVAE).@Aﬁ)):///(wAﬁ’)'(ﬂ;dVAﬁ):
/// 7B A( pdV/\B) =W ///rpA pdV/\B): ?:3_%/\5)

car on a reconnu l’expression du couple calculée plus haut.

Bien siir, on aurait pu retrouver ce résultat sans calcul car on sait que la puissance

— —
exercée sur un solide par un couple est w - I', mais c¢’était intéressant ici d’aller y voir de
plus prés. Reste & mettre le résultat sous la forme de la dérivée temporelle d’une énergie
potentielle.

. Lo, PN . .. —
Il suffit de se souvenir que la dérivée temporelle d’un vecteur lié & un solide, ici 1, est

— - =
%—T = w A m, donc dans 'hypothése d’'un champ magnétique stationnaire :

— - = dm d — d —

P=0-(mAB)=B-(w Am)zﬁ-TT:&(E.B):—&(—E.B)

L’energie potentielle d’'un dipéle dans un champ magnétique stationnaire est donc :

—
E=-m-B
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Comme cette formule est formellement la méme que &€ = —p - E pour un dipole
électrique, on en tirera les mémes conséquences, en particulier I'attraction vers les zones
de champ fort et ’expression de la force dans un champ inhomogeéne est :
0B, 0B, 0B,

Fo =mq ox + iy ox M= ox

et analogues pour F, et F.

O mon lecteur, tu émets un murmure de protestation car la formule de I’énergie nécessite
un champ stationnaire. C’est vrai mais ¢a ne pose aucun probléme. En effet, la force & un
instant donné ne dépend que de cet instant, parfois du passé mais jamais de 'avenir,
causalité oblige. Donc si ’on change, par la pensée, d’avenir, on ne change rien a la valeur
instantanée de la force; il suffit donc d’imaginer un avenir ot B est stationnaire et le tour
est joué!

6 Dipodle déformable.

Comme pour un dipoéle électrique, 'action d’un champ sur un dipéle, outre les effets
d’orientation et d’attraction vers les champs forts, provoque des modifications internes dans
la répartition des courants, toutefois extrémement faibles sauf exceptions dans le cas des
dipdles magnétiques. La valeur du moment dipolaire magnétique varie donc d’une grandeur
vectorielle, appelée moment induit.

Un molécule qui acquiert un moment induit sous ’action d’un champ est dite polarisable
(en fait, toutes le sont) et le phénomeéne que 1'on vient de décrire s’appelle la polarisation
magnétique. Un milieu contenant des molécules magnétiquement polarisables est un milieu
magnétique (en fait, tous le sont).

Le lien entre champ subi et moment induit reléve de plusieurs mécanismes qui seront
étudiés dans le chapitre C-XII consacré aux propriétés magnétiques de la matiére, c’est-a-
dire aux milieux magnétiques.
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