Chapitre C-XI

Rayonnement électromagnétique.
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RESUME :

On commence par établir la formule des potentiels retardés dans le cas d’une distri-
bution de charges en mouvement et celle de potentiels de Liénard-Wiechert dans le cas
d’une répartition discréte puis on en simplifie les expressions a grande distance et dans
approximation non-relativiste.

On en déduit l’expression du champ €électromagnétique créé par une distribution dipo-
laire dans la zone de rayonnement, que l'on définit, et [’on en étudie la structure ainsi que
l’énergie rayonnée. On en profite pour donner des indications sur le freinage de rayonne-
ment et la diffusion Rayleigh.

On finit par quelques exemples de cas ou les approximations précédentes ne sont pas
valables, essentiellement 'antenne demi-onde, les rayonnements quadrupolaire et magnéto-
dipolaire et le champ électromagnétique créé en un point quelconque par une charge unique
en mouvement.
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1 Potentiels créés par une distribution volumique de charges.

Ce point a été détaillé dans le chapitre C-VIII consacré aux équations de MAXWELL.
Pour permettre une lecture autonome de ce chapitre, nous en recopions 'essentiel ici.

On cherche & résoudre

1 0>V p(M,t)
2

AVML) ~ 5 G+

=0

Commengons par quelques cas simples et fions-nous & notre intuition. S’il n’y a qu’une
charge ponctuelle ¢ constante et immobile en un point P, ’électrostatique classique nous
apprend que la solution est :

1
dmeo |PM|

Si la charge est toujours immobile en P mais dépend du temps (on la note ¢(t)), la
solution doit avoir la symétrie sphérique de centre P et puisqu’on est dans le vide, sauf au
point P, on sait que les solutions y sont des ondes sphériques et ’on s’attend donc a une

solution de la forme :
_ IPM]|
L Gy
V(M,t) =

imeo  |PM)|

Certes, une charge isolée et non constante n’est pas physiquement acceptable (non-
conservation de la charge), mais on est ici dans une étape d’'une démarche purement ma-
thématique.

Ce dernier résultat doit redonner l’avant-dernier dans le cas particulier ou ¢(t) est
constant ce qui nous oblige & choisir :

(7)o

oll sera interprété comme retard de propagation entre P et M.

—
[ PM]|
c

Une autre solution serait

f(t HPC r) q(t_\\PcMr_m)

avec tg constante arbitraire, mais elle interdirait cette interprétation qui semble perti-
nente, c’est pourquoi on la rejette.



Une autre solution encore pourrait étre en

IPM]|
1 7 <t+ c>

Cdmeo |PM)|

V(M. t)

mais le potentiel en M serait en avance sur ce qui se passe en P, ce qui remettrait en
cause le principe de causalité, on la rejette donc aussi.

Remplagons la charge ponctuelle ¢(¢) par un volume infiniment petit, indéformable,
centré sur P, de volume constant dVp et de densité volumique de charge p(P,t) donc de
charge ¢(t) = p(P,t) dVp. Puisqu’il est quasiment ponctuel, on peut reprendre le résultat
précédent en 'adaptant au contexte, soit :

o (P,t— ||P34||>
V(M,t) = d

S dmeo |PM|

Enfin dans le cas d’une distribution de charges quelconque, on la considére comme
somme de distributions élémentaires formées chacune d’un seul volume élémentaire chargé
et reconstituant l’espace entier. L’équation différentielle en V' étant linéaire, on sait alors
que sa solution est somme des solutions correspondant aux distributions élémentaires, soit
puisqu’il s’agit d’une démarche qui définit I'intégration :

o <P,t _ ”PCM”>
V(M,t) = /// — dvp
wdreo | PM|

Par analogie, on peut alors affirmer que la solution de I’équation :

— 1 827]: - =

AA - 5 —- =0

est :

A(M ) :/// Ko 7 <P,t— HPCM) d

4
R3 2T ||PM ||
Ces deux formules sont connues sous le nom de « formules des potentiels retardés ».

La vérification que ces solutions sont bien les bonnes pourra étre trouvée dans le chapitre
C-VIII consacré aux équations de MAXWELL.

, . — — — e 82 — — . .
On en déduira E et B par F' = —gradV — %7 et B =rot A, a condition de savoir

intégrer la formules des potentiels retardés ; ce qu’on ne sait ' pas faire avec une distribution

1. le début de la phrase impose le belgicisme (je suis né prés de la frontiére).
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quelconque. On verra un peu plus loin comment se débrouiller dans le cas des champs a
grande distance d’une distribution finie de charges.

2 Potentiels de Liénard-Wiechert créés par une charge ponc-
tuelle mobile.

2.a Probléme posé par le déplacement de la charge.
e La problématique.

La philosophie des potentiels retardés est qu’en un point M et & l'instant ¢, ils dé-

| PM|| (

pendent, entre autres, de la charge du point P & linstant 7 = ¢ — on posera par

— P—— —
la suite R = PM et R = ||RJ|). S’il n’y a qu’une seule charge ponctuelle ¢, en un point
P(t) mobile, il faut comprendre que ce qui se passe en M et a t dépend de la position de
la charge & 'instant 7 tel que :

R R P(r)M
__,_R@ _, ROl _,_ IPOM]
c c c
que I'on peut réécrire ainsi :
R(t)=c(t—1)

qui est une équation en 7 qu’il est rarement aisé de résoudre. Dans tous les développe-
ments ultérieurs, on pourra toutefois exprimer tous les résultats intéressants en fonction
de ce 7, méme non explicité; je dis bien « ce » 7 car il est unique (cf infra).

e Un exemple simple.

Supposons ¢ animée d’'un mouvement rectiligne uniforme a la vitesse v sur une droite
que nous choisirons comme axe Oz dans le sens du mouvement et sur laquelle nous pren-
drons comme origine la position de la charge & l'instant initial £ = 0. A un instant 7 la
charge est donc en P sur Oz a la cote zp = v .

Choisissons un point M (fixe de par la philosophie des champs) quelconque (donc hors
de 'axe) de coordonnées fixes x, y et z donnés & un instant ¢ donné. 7 est alors solution
de :

\/x2+y2+(2—vr)2
c

T=t

que 'on peut réécrire ainsi :

Vai+ 2+ (z—vr)2=c(t—1)
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d’ott encore 7 est la solution inférieure a ¢ (car ¢ (t — 7), égal & une racine, est positif)
de

x2+y2—|—(z—v7')2202(t—7')2

At—1)2—[2®+y*+(z—v1)?} =0

que 'on peut résoudre puisqu’il s’agit d’'une équation du second degré en 7 ; en remar-
quant que ¢? —v?, coefficient de 72 est positif? et que, pour 7 = t, le polynéme en 7 prend
la valeur —[22 +y? + (2 — v t)?] manifestement négative, alors on sait qu'il y a deux racines
et que t est entre elles deux, donc qu’il y en a une et une seule inférieure a t. Son expression

est aisée & obtenir... mais sans réel intérét, car c¢’est un cas tout a fait particulier.

e Unicité de la solution.

Voir a quatre dimensions n’est pas aisé, aussi imaginerons-nous ici que ’espace soit a
deux dimensions, c’est-a-dire un plan Ozy, auquel nous ajouterons ’axe des temps pour
passer en trois dimensions; ainsi on visualisera mieux les choses en sachant qu’en quatre
dimensions, le raisonnement est identique mais moins facile & visualiser.

Imaginons que nous veuillons calculer 'effet en un point, pris comme origine O, et & un
instant ¢y pris comme origine des temps (donc ¢ty = 0), d’une charge mobile en un point P
dépendant du temps; on doit rechercher I'instant 7 défini ci-dessus. L’ensemble des points
a trois dimensions de projection P(7) sur Ozy et de coordonnée 7 < ty = 0 sur l'axe des

temps qui vérifient I’équation 7 = tg — @ = —@ soit encore R(T) = —cT est un cone
(coté t < 0), de sommet O, d’axe celui du temps et d’angle au sommet « de tangente

tana = \§| =c.

Le point P(7) et 'instant 7 recherché correspond a la trajectoire dans cet espace Oxyt
de la charge; un déplacement élémentaire fait avec I’axe de temps un angle G de tangente
égale au plus a tan Bmax. = ”Z# = ||7'|| < ¢, I'inégalité finale étant due au fait que la
charge se déplace moins vite que la lumiére. La trajectoire fait avec 'axe du temps un
angle toujours plus petit que celui du « céone du passé absolu », ce qui assure? I'unicité de

la solution.

2.b Potentiels créés; approche relativiste.

La lecture de ce paragraphe nécessite de se rafraichir la mémoire en relisant en diagonale
le chapitre B-VI de mécanique relativiste.

La vitesse de la lumiére est un invariant relativiste, donc dans tout référentiel galiléen,
la relation :

R(t)=c(t—7)

2. la relativité impose, bien siir, que v < ¢
3. Le lecteur sceptique est invité & faire un petit schéma sur son tapis de souris.



est valable. Placons-nous dans celui ot la charge ¢ est immobile & I'instant 7 ; on indi-
quera ce choix par un indice 0, classique dans ce contexte. Dans ce contexte, les potentiels
au point My a Uinstant ¢y relévent de I'électrostatique et de la magnétostatique (en I’ab-
sence de mouvement de charge!) et ont pour expressions :

1 q —

-
My, ty) = Aog(My, tg) =
Vo(Mo, to) Ireo Rm) o(Mo,to) = 0

ce qui correspond & un quadrivecteur potentiel* d’expression :

n . W)(M(),t()) - 1 q T
Ag(Mp,tg) = |i ——————=, Ag(Mp, ty)| = - 0
O( 0 0) ? c ) 0( 0 0) 471'60 R(T()) C’

On y fait apparaitre le quadrivecteur vitesse de la charge, dont l’expressigrg est v =
(ic, ¥') dans le cas général mais ici, puisque la charge est immobile, vy = (ic, 0), soit, en
utilisant pgeqc? =1 :

a 1 qa (. 7\ _ Ho vo
Ao(Mo,tg) = =
o(Mo, to) 4megc? R(m) (Z “ 0) 47 R(9)

On aimerait que cette proportionnalité reste valable dans tous les référentiels mais
c’est impossible en I’état car R(7p) n’est pas un invariant. Cherchons donc a lui donner une
expression invariante et pour cela exploitons la relation R(7y) = ¢ (to—7p). Le quadrivecteur

e

-
événement (au sens relativiste) associé au vecteur R(7) = P(7)M a pour expression dans
le référentiel ou la charge est immobile :

R(ro) = [i ¢ (to — 7o), R (10)] = [i R(ro), B (o))

d’ott I'on déduit, avec vg = (ic, W) :

P

R() . ;0 = —CR(T())

Dans ce référentiel, on a donc :

P

Vo

A

0C
Ao(Mo, o) = _Ziﬁ
i Ro- Vo

ette formulation étant composée d’invariants relativistes, on se croit autorisé a affirmer
Cette f lat tant d’ ts relativist t aut fh
qu’elle est valable dans tous les référentiels sous la forme :

4. Voir le chapitre C-X sur la formulation relativiste des lois de 1’électromagnétisme.
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ol

d’ou

M —
iM7 AM, )| = ¢

c
c Am —cR(7) +

d’ol en projetant et avec pgegc? =1 :

( 1
V(M,1) =

q
4T pir) - () E(r)

- 110 q v (1)
7TR(7_)_ v (1)

=)
S

\

ot 7 est la solution (cf supra) de R(7) = c(t — 7).

Ces formules sont connues sous le nom de potentiels de LIENARD- WIECHERT.

2.c Potentiels créés; approche par les distributions.
e Indications minimales sur les distributions.

Cette théorie a été développée par Laurent SCHWARTZ® (avec un «t» a ne pas
confondre avec Hermann SCHWARZ sans « t » , celui du théoréme de permutation des
dérivées partielles) et est bien utile au physicien. J’en donne ici un apergu utilitaire, loin
de leur introduction théorique.

Soit, selon que 1'on est en une ou trois dimensions, une fonction d.(z) ou ds.(M) (ou
—
d3.(OM), ce qui revient au méme) égale a :

L (une dimension) ou = (trois dimensions) sinon
2¢e iz 23

—
{O si x| > e ou ||OM| >e¢

5. ce qui lui a valu la médaille Fields en 1950.
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Si g est une fonction continue strictement positive (ou négative) en = 0 ou M = O
donc dans un voisinage de ces valeurs, alors le théoréme de la moyenne généralisé permet
d’affirmer que pour ¢ assez petit et selon la dimension de 1’espace :

Jda Ja| <e et /OO de(x) g(z)dz = /8 ig(:v) dr = 25ig(a) =g(a)

oo e 2¢ 2¢

JA |OA| <& et tﬂa5% M)dsM = -

4 1
///0M|<a %5 (M) dsM = ?53 4%63 g(A) = g(A)

Faisons maintenant tendre ¢ vers 0; le nombre a tend vers 0 ou le point A vers O et
les fonctions d. et d3. vers des « fonctions » & et d3 nulles partout, sauf respectivement en
0 et O ou elles sont infinies et telles que :

/ Z 5(2) 9(z) dz = g(0)
// [ 5(0) 9(00) 43 = 4(0)

et en particulier pour la fonction constante g(z) =1 :

/wauymz1

—00

ﬂ%&M@%le

Ces entités, presque des fonctions sur R ou R?, mais qui n’en sont pas & cause de la
divergence en 0 ou O, sont appelées, avec un abus de langage donc, fonctions de DIRAC.

L’intérét pour le physicien est qu'une charge ponctuelle g en O peut étre associée a une
densité volumique de charge :

—

p(M) = qds(M) ou encore p(M) = qd3(OM)

puisque p est ainsi nul 14 ou n’est pas la charge (partout sauf O) et infinie en O (un
point a un volume nul donc une densité volumique infinie) et que la charge totale est bien :

i



On se convaincra aisément qu’une charge ponctuelle ¢ en un point P donné correspond
—
a une densité volumique de charge p(M) = qd3(PM) et plus subtilement qu'une charge
ponctuelle mobile en un point P(t) a :

—_—

p(M,t) = qd3(P(t)M)

et de méme (cela servira ci-dessous) §(z—xq) correspond a un décalage en xy de l'origine
de sorte que :

[ b= 0)gta) o = glao)

et que d3(MoM) correspond & un décalage en My de l'origine de sorte que :

JJL, 00y gy s = (o)

e Calcul du potentiel électrique.

Dans le cas d’une charge mobile g en P(t), le potentiel électrique en M sera désormais
donné par la formule des potentiels retardés :

1 ) (P,t— ||PCM)
VM) = /// "
dmey J) ps | PM||

|PM|| _ ST s
Le terme de retard *—" rend la formule p(M,t) = qd3(P(t)M) inutilisable de fagon
claire. Utilisons 'astuce suivante : pour un instant 7' donné, la définition de la fonction &
permet d’affirmer, en notant 0 la variable « muette » d’intégration, que

/OO 5(0 — T) F(9)do = F(T)

puis que, en prenant T =t — ot M et P sont deux points donnés, pour l'instant

quelconques
&0 PM|| ||PM]|
/ (5(9—15—}-’) F(Q)d@zF(t—)
oo c c

ce que nous appliquerons a F(t) = p(P,t), ot P est 'un des points donnés ci-dessus,
d’oi, en inversant ’ordre des deux membres :

PM o0 PM
p(P,t—HCH> :/ 5(9—t+”c‘) p(P,0)df

—
[PM]|
C

—00
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« Ou diable veut-on en venir 7 » me diras-tu, 6 mon lecteur que je devine intrigué. Tout
simplement que désormais, on peut affirmer (cf supra) que :

p(P,0) = qd3(P(0)P)

ot P est un point quelconque et P(0) le point particulier ot se trouve la charge en t = 6
et que nous noterons désormais Fy. Reportons ce résultat dans 'intégrale des potentiels
retardés pour arriver & une intégrale quadruple oil I'ordre des intégrations importe peu© ;

nous arrivons alors & :
> [PM]| '\ d5(P(0)P)
a / /// slo—t+ ST qvp de
dmey J_oo L RS c | PM|

« Et maintenant 7 » me diras-tu, 6 mon lecteur que je devine effaré. Maintenant utilisons
une seconde astuce, & savoir intégrons d’abord sur le point P ; quelque compliquée que soit

I'expression ci-dessus, elle est de la forme /// d3(MoM) g(M)dsM = g(My) ou Py joue
R3

V(M,t) =

le réle de My et P celui de M, d’ou /// 53(P9—P>)Q(P) dsP = g(Py) dont la philosophie
R3

est : « on escamote le signe d’intégration sur P, ’élément différentiel 1ié & P, la fonction 3
et 'on remplace, partout, P par Py », on arrive donc & :

V(M,t) = 2 / 5<0—t+”P"MH) !

= —
Ame0 Joo ¢ [Py M ||

Et il ne reste plus qu’a intégrer sur le temps; mais malheureusement la variable d’in-
tégration 6 apparait bien dans une fonction § mais en deux endroits, I'un explicite, 'autre
par I'intermédiaire de FPy. « En finirons-nous jamais ? » me diras-tu, 6 mon lecteur que je
devine désespéré. Courage, nous touchons au but.

Dégageons la structure sous I'anecdotique ; on s’intéresse & calculer une expression :

v= [ g

—00

Effectuons tout naturellement, car c’est la seule facon d’espérer avancer, le changement
de variable u = f(0) d’ott § = f~(u) (f~! est la fonction inverse de f) et par conséquent,
en connaissant la dérivée d’une fonction inverse, df = (f~')'(u)du = mdu; on

arrive alors” A :

v-/ h 5(U)g(f‘1(U))f,[f_lwdu

6. Encore faudrait-il vérifier que cette affirmation reste vraie avec ces quasi-fonctions mais ce serait un
trés long cours de mathématiques de haut niveau ; nous I’admettrons donc.

7. dans le cas ol g est monotone croisante avec g(£o0) = £oo ce qu’on vérifierait avec un céne de temps
comme pour 'unicité de 7; la démonstration en cours est trés longue et je m’abstiens donc de développer
ce point-ci.
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soit par définition de la fonction 9 :

. 1 g(f0)
V= 9U ) mrmtey = i)

Appliquons cela & ce qui nous occupe en notant 7 = f~1(0) (j’ai une idée derriére la
téte, bien sir), soit encore f(7) = 0 et avec 'expression de f (voir la derniére expression
connue de V(M,t)), on tire :

P-M
c
ol I’on reconnait la solution de :
R B P(r)M
RO, IR@I_, 1POM]
C cC c
ou de :
R(r) =c(t—7)

dont nous avons parlé longuement plus haut.

Puisque (voir la derniére expression connue de V(M,t)) g(6) = HPTIW[W, on a
0

1 — () = 1 _ 1
g(f~(0)) = g(7) HPT—]\jH R(7)

en reprenant a la fin une notation antérieure.

Pour f/(f~1(0)), c’est un peu plus délicat. On a :

—_— — —
PyM MP, M Pp?
F(0) =0 ¢4 1M - s C"”=9—t+c .
d’ott
1 1 —— dMP, 1 MPy- 7 p(9) 1 PyM - p(0)
FO)=14——oMPy- — 0=y -—0 Py 207 P
2c M—>P92 dé c M—>P92 ¢ ||PM]|

d’ot finalement, en reprenant a la fin des notations antérieures :

PO = i) =1 - LPOM TPy LR Tel)
¢ 1P| ¢ R(r)

Il ne reste qu’a faire la synthése de ces calculs :

V(M,t) = 2 o d .
’ 4 R(r) T p(r 4 R(r)Tp(r
TEo 4 i R( }){(T)P( ) TEQ R(7) R( )c p(7)



qui est le méme résultat que celui obtenu par 'approche relativiste, heureusement,
sinon la déprime aurait été assurée.

Remarque 1 : bien siir, pour le potentiel vecteur, on ne s’aventure pas a reprendre le
calcul, on s’appuie sur 'analogie des formules de départ.

Remarque 2 : I'invention des distributions permet d’unifier distributions discrétes et
distributions volumique.

3 Potentiels a grande distance d’une distribution de charges.

3.a Calcul des distances et des retards. Approximation dipolaire.

On considére un ensemble de charges, en répartition discréte ou continue, occupant
un volume de l'espace, dont on note a la plus grande dimension, autour d'un point O
situé vaguement® au milieu. En général la charge totale sera nulle, car la matiére est
électriquement neutre sauf rares exceptions. Les formules des potentiels retardés ou des
potentiels de LIENARD-WICHERT donnant les potentiels en tout point M et a tout instant ¢
ne peuvent étre intégrées pour la premiére et sommées pour la seconde, sauf cas trés
particuliers.

Nous nous proposons donc ici et dans toute la suite du chapitre sauf mention contraire,
de nous intéresser a ce qui se passe en tout point M situé a grande distance de la distribu-
tion, soit en notant r = HO—]\>4 ||, dans ’hypothése r > a, ce qui permettra des approxima-
tions et 'avancée des calculs. Cette hypothése s’appelle approzimation dipolaire comme la
suite le justifiera.

Soit un point P & lintérieur de la répartition volumique de charge ou un point P; de
la distribution discréte. On ménera les calculs dans le premier cas, le second se traite a
I'identique. On se propose de calculer une expression approchée de Hﬁ\_j | qui figure au
dénominateur des potentiels élémentaires et dans le retard de propagation; le calcul est
classique et reléve du développement limité :

|P3E| =/ P3i2 = \/(OM — OP)2 = \/(OM2 — 200 - OP + OF?) = -

OM OP  |OP|? 2

—

... = |OM]|| <1_2 : + )
[OM| [lOM|  [[OM]>?

soit en notant (cf supra) r = |OM| et & = ”g_]\»]\j[[” (vecteur unitaire de OM) et en

8. inutile de trouver une position bien particuliére.
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—

1oP| .
T
loM]]

= w-0P
. —_ —
T

n’explicitant que les deux premiers termes du développement en

3.b Application a une distribution volumique non relativiste.

. —_— —
Au premier ordre non nul, on a ||PM|| =r = ||OM||, que 'on reporte dans la formule
des potentiels retardés. On en déduit alors :

p_ IPM]
1 ”( LA 1 r o)
V(M,t) = — Wp~—0 [ p (P,t - 7) dvp =

r3 4meg | PM|| dmegr J g3 & dmegr

ou 'on a reconnu dans la derniére intégrale rencontrée la charge totale, officiellement
calculée a I'instant 7 = £— £ mais, conservation de la charge oblige, est en fait une constante
notée @, bien sir.

On a rappelé plus haut que @ est pratiquement toujours nul, ce qui nous oblige &
— — —

utiliser 'approximation au cran suivant soit |[PM|| = r — u - OP mais uniquement la ou
le premier ordre est nul. On conserve 2 ~ % mais on utilisera :
1PM| W -OP u-OP
rooou - (A
p(P,t—c> zp(P,t—C—i—C) :p<P,T+C>

ou l'on notera 7 =t — £, comme dans toute la suite du reste.

Le différence des retards entre P et M d’une part et O et M d’autre part, soit %OP
est majorée, en ordre de grandeur par ¢ ol a est la taille de la distribution de charges. On
ne peut aller plus loin qu’en introduisant une hypothése supplémentaire & savoir que sur
un temps %, les charges volumiques varient trés peu, ce qui nous autorisera a effectuer un
développement de TAYLOR en bonne approximation. Précisons les choses : soit T un temps
caractéristique sur lequel p varie significativement, ce qui pourrait étre la période s’il y a
des variations sinusoidales; on veut donc £ < T soit a < A = ¢T ot 'on introduit A qui
va s’avérer étre la longueur d’onde du rayonnement engendré dans le cas sinusoidal, d’ou la

notation, mais qui peut étre manipulée comme simple notation sans cette interprétation.

Une autre formulation de la condition de validité est 7 < ¢ ot 4, rapport du dé-
placement maximum sur le temps caractéristique d’évolution, est un ordre de grandeur
raisonnable de la vitesse v des charges ; la condition de validité est donc d’avoir des mouve-
ments non relativistes, condition que I’on retrouvera dans le cas d’une distribution discréte
et que l'on considérera comme vérifiée dans toute la suite du chapitre, sauf 4° voir sur un
exemple simple ce qui peut se passerait le cas contraire.

9. Le vrai sens de « sauf a » est « en se réservant la possibilité de ».
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On pourra finalement, dans ce contexte, réaliser I’approximation suivante :

. 0P w.0P
p(P,T+“ )—p(P,T>+“ p(P,7)

C Cc

ou p(P,T) note 9p g?T) ; en reportant ce résultat dans la formule des potentiels retardés,
on arrive & :

V(M,t) ~ ! /// (P,7) dy +1U/// 5(P,7) OPdV
T Awegr Rsp TP e er Rsp T P

soit encore, en permutant intégration spatiale et dérivation temporelle et en reconnaissant
dans /// (P,T) OP dVp la définition classique du moment dipolaire p et puisque Q,

charge totale, est nulle :

Q 1 — d? 1 — =
V(M,t) ~ + Uw-—| =——u-p(r
( ) dmegr 4dmeger dt |, 4megcr p(r)
. . . . —ﬁ .
Pour le potentiel vecteur, c’est plus simple, car 'approximation ||PM|| = r conduit a

un résultat non nul :

(Pt_ 'PCM'>

Ho -
M t) /// dVp ~ /// Jj(P,7)dVp
R3 47 HPMH dmr JJ)rs (P7)

. , . . — d — :
Poursuivons, car ’analogie classique /// J (%V ~ Z GV = a(z qi OF;) = P sug-

gére d’approfondir. La composante selon = de P’ est, en permutant dérivation temporelle
et intégration spatiale, en utilisant la formulation de conservation de la charge :

Pe = dt/// PT.’L‘dVP—/// (P, r)zdVp = — ///dewg (P,7)zdVp

puis, en utilisant la formule div(z j ) —zdiv g j + grad:z: j —zdiv g j + ey - _'), le
théoréme de GREEN-OSTROGRASKI et le fait que, sur la sphére Y de rayon infini, il n’y
a pas de charges ni de courants (on étudie une distribution de charges proche de O)

///dewm dvp+///R3 G (Pr)zdvp =
~——ﬂzmdiv(mj)de—i—///stx(P,T)de—///RS]'Q;(P,T)dVP

et de méme pour les projections sur y et z d’ot, vectoriellement :

///R \ 7)dVp




qui est bien le résultat soupgonné par analogie.

Résumons : dans I’hypothése ott a < A\, a < 7, Q = 0 et P (t) #Z 0 (je veux dire que
7 (t) n’est pas nul & tout instant, sinon V et A sont nuls & cet ordre et il faut poursuivre
le développement limité ; mais p (¢) peut s’annuler & certains instants, par exemple s’il est
sinusoidal), on a :

1 NN
Mt)=—u -
VL) = )

A1) = ()

dmr
BN .
ott I'on rappelle que 7 =t — 2, r = ||OM]|| et U = Hg%\\
— —

Remarque 1, anecdotique : avec g ec?=1,onaV=cu-A

Remarque 2 : la suite prouvera que, pour le calcul des champs, 'utilisation de la condi-
tion de jauge de LORENTZ permet de se dispenser de connaitre V' (M,t); c’est du reste
pourquoi la premiére remarque est anecdotique.

3.c Application & une distribution discréte non relativiste.

En sommant sur les particules I’expression du potentiel électrique de LIENARD-WIECHERT,
on a :

1 gi 1 gi
V(M,t) = — = — —
( ) Z 47T€0 Rz(Tz) _ ?z(Tz)Rz(Tz) Z 47750 RZ(TZ) 1— vl(Té)ul

Dans I'hypothése non relativiste détaillée plus haut on a % < 1, ce qui autorise Iap-
proximation suivante :

V(Mt) =) #}W <1+W>

. — N —
En outre, puisque que a < r, on peut donc confondre les R; avec 7 = OM, les R;

L — — T N
avec r d'ott w; = u = - et donc les 7; avec le t — , d’oti, avec une charge totale nulle et

la définition discréte du moment dipolaire :

vy =Y & (1+”(7)'7)— X4 o LaVilr)

dmegr Admegr dmeger

Q _ %[Z%O—ﬁ(ﬂ} TP

drmegr dmeger dmeger
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et de méme :

—
7 Ho 4 Vi
A(M,t) = g —

( ’ ) 47I‘Rz'(7‘i)1 Vi

dont le premier ordre e

e Ho — Ho —
A(M,t) = ; ;
(M, 1) 47TRZ'qZU 47rr qu V4 ( 47r7‘p(T)

On retrouve donc exactement les mémes résultats que dans la distribution continue et
il y aura donc les mémes conséquences. Un vrai bonheur!

4 Calculs des champs créés dans la zone de rayonnement avec
Papproximation dipolaire non relativiste.

4.a Quelques résultats utiles. Zone de rayonnement.

Nous aurons par la suite besoin de calculer des rotationnels de champs vectoriels ou

gradient de champs scalaires, de la forme rot [% 7 (t — g)} ou grad [% f (t — %)], ou, en

- ,
un peu plus compliqué, de la forme rot [% f (ﬂ),t - %)} ou autres, avec r = |[OM|| et
w OM puis d’en donner une approximation raisonnable dans des conditions & définir.

Dans le premier cas, on aura & calculer des expressions du type (Ty [; I (t — %)] ou f,

- ,
est la composante de f selon Oz, ce qui donne, en notant f, la dérivée de f,, formellement
fonction du temps :

ar
;y[ fz< 2)] :—:zg;fz<t—2>+ifz(t_2) (_acy>

Or 87" = a%(xQ—i-yQ—FzQ)% =1 (x2+y2+22)*% (2y) = % = uy olt uy est la composante
selon Oy de 7 ; en reportant ce résultat dans le précédent, on arrive a :

g [ D) e (-5 - o ()

En calculant de méme a [ fy (t — f)}, on en déduira la composante sur Oz du rota-
tionnel, puis par analogie, les deux autres. Inutile de faire les calculs : car en regardant bien
I’expression obtenue ci-dessus et en visualisant bien ce qu’il faut y changer, on se convainc
facilement que le résultat est :

1 1 1 51 1 -
r—o_t)[7(t—r>] e WA - —TUANf == AT +— AT
T C



calculés, bien stir en ¢ — 7.

Le méme genre de calcul ' conduit a :
— |1 1 1 .
grad [f(trﬂ =Sfu+—fu

r c

calculés, bien str en ¢ — .

A grande distance, le terme en 72 est négligeable devant celui en 7~!, bien siir, mais &
partir de quelle distance, 'approximation est-elle valable ? Comparons pour cela, en ordre
—
de grandeur, les deux termes, I'un en o A f de lordre de f puisque @ est unitaire, et

- -
I'autre en % A f est de Iordre de f = % ou T est le temps caractéristique défini plus

haut ; le terme en 772 est donc négligeable si ”er” < % soit r > ¢T = X; la zone

correspondant & cette condition est traditionnellement appelée zone de rayonnement.

Remarque : en optique, pour une lampe spectrale (A ~ 600 nm), on est dans la zone
de rayonnement & moins de 0,1 mm de la lampe! Dans la bande radio FM (autour de
100 MHz soit A &~ 3 m) si "émetteur parisien est en haut de la tour Eiffel, on est dans
la zone de rayonnement au pied de celle-ci. Enfin pour les « grandes ondes » (longueur
d’onde de l'ordre du kilométre et émetteur unique pour tout un pays), on n’est dans la
zone de rayonnement qu’au dela d’une centaine de kilométres. La zone de rayonnement de
la B.B.C. commence & Calais (oh, my God!).

Donc dans cette zone :

-
Pour un champ plus complexe en % f (
méme :

& [ o= 3)] - 3 [ 5 222

+13fz <_$8r>+18fz (_yf%’+1>+18fz ( z 8r>

r Oug r2 dy T Quy r2 0y r rou, \ 129y
0L, LOL b 1O
r2 Qu, Y 2 ouy Y r2 Ju, - Y

ol l'on a indiqué que les termes supplémentaires par rapport a 'autre calcul. Comme
. . —_ .
Uz, Uy et u, sont les composantes du vecteur unitaire ', il sont de 'ordre de grandeur de

10. On laisse le lecteur les faire lui-méme pour lutter contre 'ankylose.
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I'unité et ’on en déduit, en outre que g%; et analogues sont de 'ordre de f, donc que tous

les termes supplémentaires sont de l'ordre de %, le méme que celui du terme négligé dans
le calcul précédent et ils sont donc eux aussi négligeables dans les mémes conditions, d’ou :

1 =
E{?(ﬂ},t—r)]:?)/\ﬁ pour =1r > A
r c

On pourra aussi avoir besoin du résultat suivant ! :

w7 7 (- D) i [L7 7 ()] 27 AwDE Lah

|

LN
qui se réduit dans la zone de rayonnement & — = (u - f) U
cr

4.b Calcul des champs dans la zone de rayonnement.

" = — — - R .
Le champ magnétique se calcule par B(M,t) =rot A avec A = - p(r)our =1t—-1=

donc, grace aux résultats qui précédent, valables uniquement dans la zone de rayonnement :

?_&?(T)/\ﬁ

C4r cr
ou encore
B=AN—
c
— —— — — .
Le champ électrique se calcule par E(M,t) = —gradV — %—‘? avec A = o P (7)
et V = 47r510w U -P(r)ouT =t — % donc, grace aux résultats qui précédent, valables

uniquement dans la zone de rayonnement :

— 1

e CAN D

dmegcir dmr

soit avec upegc? =1, w2 =1 (vecteur unitaire) et en reconnaissant le développement
d’un double produit vectoriel :

- Ho — =\ = — =\ — Ho = — —
E: . — . = /\ /\

iar G P)u—(w-u)p| = (P AU)AU
ou encore

E=(AANT)AT=cBAT

N
11. que le lecteur pourra aisément démontrer & partir de la forme %2 7 - f, maintenant qu’il a sorti
papier et stylo
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Le champ électrique aurait pu aussi se calculer en tirant parti de la condition de jauge

.
de LORENTZ, soit div A + C% %—‘t/ = 0; cette méthode s’avére en effet plus aisée dans des

cas plus complexes que celui-ci. On remarque que A= = ?(T) = % [4’;& 7(7)} d’ou :

0

vy (57) - 3 5+ 5 (£.7)

1 0V —
2 Ot +div 2 Ot +le6t dmr dmr

d’ot1, par intégration :

V . Ho —
Y 4d ( ):o
c2+ v 47rrp

& une composante statique prés, exclue par '’hypothése Q = 0. On en déduit, avec le
relation classique grad (le U) = rot (rot U) + AU :

— et — (7D ot — — (P Lo 2 7
—gradV = graddiv [ — | = rotrot | — | + Al —
4 r 4 r 4 r

Or ?(T)

r

D’ALEMBERT) Af =

ot T =t — ~ est une solution classique de I’équation de propagation (ou de

1 d?f
2 dt?»

rad v MOCQ_O_‘E_O_‘E 7 4 Ho > (P
—or = rotr = = =
& 47 r 47 o2 \ r

d’our :

Par ailleurs de A — e % (?ET) ), on déduit :

_@__ Ko (972 7(7')
ot dwr o2 r

puis, par une simple addition :

- 1 82 C2—>—> ?
E=—gradV — — = HOE ot rot ()
r

ot 4

On termine le calcul en utilisant les résultats du paragraphe précédent :

— — —

A

@<p>:p<7>u
crTr

r

puis : )
— —= — —
A A
5{&(1@):[29(7) 2U] u
r cér
et :

N
U

7 _ Mo POAT _ po (PAT)A
T

47 c2r A7
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4.c

N YV —
ou 'on rappelle que 7 =t — %, r = ||OM|| et w =

qui est bien le résultat précédemment obtenu.

Résumons : dans ’hypothése ot a < A <7, Q =0et p(t) Z0, on a :

<

( 1 NN
t) = —— .
(M) = )

—cBAT=(AANT)AT

oM
—
[oM]|

T

c’

Propriétés du champ électromagnétique rayonné.

De nombreux commentaires s’imposent :
— Les champs font intervenir le temps au travers de 7 = ¢t — Z, ce qui en montre

-
c’
le caractére ondulatoire progressif dans la direction radiale centrifuge de vecteur

. . — . A P b
unitaire u (ou en notation de coordonnées sphériques, e ).

Les champs sont proportionnel a A donc & J’, dérivée seconde du moment dipolaire,
donc a 'accélération des charges. Seules des charges accélérées rayonnent donc. Re-
tenons bien qu’une charge, méme immobile, est source de champ électrique, qu’elle
doit avoir une vitesse pour étre source de champ magnétique et une accélération
pour étre source d’onde électro-magnétique. Remarquons aussi qu’on parle d’accélé-
ration vectorielle, une charge en mouvement circulaire uniforme a une accélération
et rayonne, c’est le cas d'un paquet de protons tournant comme des fous & 'inté-
rieur d’un cyclotron. Ce devrait étre le cas d’un électron tournant autour du noyau,
la contradiction entre cette prédiction et la réalité a conduit & ’élaboration de la
mécanique quantique.

On retrouve la structure trirectangle d’une onde plane dans le vide puisqu’on vérifie
aisément que § est orthogonal a la direction de propagation, de vecteur unitaire o

— = — — — . . .
car B = A A -, que E est orthogonal a B et a la direction de propagation, avec

un triédre direct dans le sens E et B et la relation Hﬁ” =c H§H, tout cela car
—

E=cB A . Dans une région de I'espace de taille petite devant r, on peut donc
considérer que 'onde est plane, mais ce n’est pas vrai a plus grande échelle : on parle
d’onde localement plane.

Si le moment dipolaire a une direction fixe, alors, en un point M donné, les direc-
tions des champs sont fixes dans le temps; localement, on a donc affaire & une onde
polarisée rectilignement, tout au moins localement.

Les champs varient en 1/r, alors qu’en électrostatique et magnétostatique, les champs
créés par des charges et des courants varient en 1/r2. On en verra plus loin les
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conséquences énergétiques.
— Le rayonnement est anisotrope du fait de la présence du produit vectoriel avec le
vecteur unitaire radial « = e,..

Pour fixer les idées dans la suite de cette partie, nous nous placerons dans le cadre
d’un « dipole oscillant » tel que P’ (t) = pg cos(wt) e, ot I'on a pris 'axe Oz paralléle & la
direction fixe du moment dipolaire. On utilisera les coordonnées sphériques (voir figure 1
p. 24).

<y

X

FIGURE 1 — Champs créés par le dipole oscillant.

. . — — . . .
On a successivement, sans oublier que w = e, (la notation est une question de point

de vue) :
— Ho —s HoPoW . r =7
A= = - [ (t_’ﬂ
dr p(7) 4r S| c ©
. — 2 2 &
7 w w* sin @ r
ﬁ:Z/\f:—Mipio sin(WT)e_zz/\er:—MZ— cos[w (t_iﬂ e_;
c mTer Ter c
2 Gind 25ind
E =B = L I o (12 D] e, = Lo 0 o T (- )] @
4dmr c 4dmr c

Remarque : revenons au rayonnement est anisotrope ; du fait de la présence du facteur
sinf, il est ici nul sur 'axe Oz (6 = 0 ou 7), il est maximal dans les directions du plan
Ozxy (0 = 7/2).

4.d Puissance rayonnée

Dans le contexte de I’exemple du dipoéle oscillant, le vecteur de POYNTING s’écrit :

1 in? 0
- L BBt 50

e
1o 1672c r "

wh p2 cos?lw (t —r/c)]
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soit en moyenne dans le temps :

-2
- o sin“@ 4 o
< Il >= w e
3272c 12 Po¢r

On y retrouve bien stir 'anisotropie du rayonnement.

Calculons les puissances instantanée et moyenne émise & travers une sphére de centre
O et de rayon r, soit :
- —
P=@Il-dS
— —
<P>={P<II>-dS

. 5 . =4 3 2 . —
soit, par exemple, en reportant ’expression de < II > et avec dS = r* sinfdfdy e,
et en simplifiant par r? :

<P>:# 10— sin? fw? pg sinfdfdy = - --

3272 ¢
Ho 42 [T 3 " Ho 4.2 (4 Mow4p(2)
- = 6de dp = A=).27) = ——
3272¢ " po/o S I GET Pl L (3 2m) = ore
et bien sir : 4 o
p = HY o cos?(w (t —r/c))
67mc

Remarque : le calcul de I = f(;T sin® @ df se méne ainsi : on effectue le changement de
variable défini par u = — cos# d’ott du = sinfdf ; on en tire :

1 371
4
[:/ (1—u2)udu:[u—u] - =
1 3], 3

Revenons au résultat : la conséquence logique de la décroissance en 1/r des champs
est que la puissance rayonnée a travers une spheére est indépendante de son rayon. Cette
décroissance en 1/r ne traduit donc nullement une absorption mais une répartion de la
puissance sur une sphére de surface croissant en r2. Il y a conservation de 1'énergie.

ﬁ
Si 'on avait poussé le développement limité de V' et A jusqu’aux termes en %2, cela

aurait conduit & des termes en %2 dans E’) et § (méme remarque si l'on avait développé le
calcul des champs a partir des potentiels jusqu’au deuxiéme ordre non nul) et & de termes
en T% dans 17 (produit du terme en % d’un champ par le terme en %2 de lautre) et des
termes en % dans la puissance rayonnée, négligeables dans la zone de rayonnement. On

aurait donc travaillé inutilement.

Remarque : si la charge totale est non nulle (et constante bien str), on rajoute un
champ électrostatique, donc en %2 et la conclusion est la méme.
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4.e Indications sur le freinage de rayonnement.

Plagons-nous dans le cas encore plus particulier ot le dipéle est formé d’une charge fixe
—q en O et d'une charge ¢ mobile sur Oz avec une cote z(t) variant de facon sinusoidale
en z(t) = a cos(wt) et 'on a alors pg = qa

Dans la philosophie de l'action et de la réaction, si le dipole fournit une puissance
instantanée P, il subit une puissance —P (avec un éventuel décalage de propagation) que
I'on peut interpréter comme ’action d’une force F')(t) de puissance F')(t) -0 (t) (sur la
charge mobile donc ; la charge fixe, méme soumise a une force, ne regoit aucune puissance).
On doit donc identifier, en notant F=F e,

F(t)2(t) = —F(t) aw sin(wt)

et
4,2

_p— MY P2 _ -
P 6rc OO (w(t—r7/c))

4 2 2
—7“0‘2 T2 cos?(w (t —r/c))
e

a un déphasage temporel prés.

Si ’on veut une identité pour toute amplitude a et toute pulsation w, il faut une force en
sin(wt) et un déphasage temporel qui fasse passer de cos?(w 7) & sin?(wt) donc qu'il soit 7
plus ou moins un nombre impair de fois le quart de période (considéré comme correctif pour
la zone avant celle de rayonnement) puis une force en a w?, soit en adaptant les constantes :

2
F(t) = Koq 8 sin(wt)
6mc
que l'on va chercher a lier au mouvement, soit & z(t) = a cos(wt). La seule fagon de
faire apparaitre le facteur w? est de faire apparaitre la dérivée troisiéme que je note 2 %,
soit

3

7 =aw? sin(wt)

Il apparait donc comme plausible une force dite force de freinage de rayonnement dont

I’expression serait, en introduisant plutét la vitesse :

2 .
F?:MOQ T4
6mc

Toutefois, quelque séduisante que puisse paraitre cette idée, elle porte en elle-méme
une facheuse contradiction. En effet si 'on applique & une charge de masse m, supposée
isolée, le théoréeme fondamental de la dynamique en tenant compte du rayonnement par
I'intermédiaire de cette force, on doit résoudre :

2
= Hoq" =
muv = v
6mc

12. A ma connaissance, 'TEX n’a pas prévu de triple point et je n’ai trouvé d’autre solution de superposer
le dernier aux deux premiers; que le lecteur franc-magon qui aurait reconnu en moi un frére se détrompe
et veuille bien m’excuser.
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qui admet comme solution une exponentielle croissante donc divergente. C’est I'une des
faiblesses de la théorie de MAXWELL.

De la méme fagon, I’électron qui, dans le modéle planétaire de BOHR, tourne autour
du noyau, rayonne de ’énergie, en perd donc et doit donc spiraler et finir par tomber sur
le noyau, ’atome serait donc instable. Force est de constater qu’il n’en est rien.

C’est pour résoudre ce type de contradiction, toutes & ’échelle atomique, que 'on a
mis en place la mécanique quantique.

4.f Diffusion Rayleigh. Ciel bleu, soleil couchant rouge, rayon vert.
e Le rayonnement solaire.

La puissance surfacique émise par le soleil n’est pas également répartie dans le spectre.
Si 'on appelle P; la densité spectrale énergétique, définie de sorte que Ps dw soit la puis-
sance surfacique émise correspondant a l'intervalle de pulsations [w,w + dw], celle-ci est
conforme a la théorie thermodynamique du corps noir (voir chapitre E-IX) , paramétrée
par une température, ici la température de la surface solaire (environ 6000 K). La figure 2
a gauche, p. 27, donne P;, en unités arbitraires, en fonction de w entre wyin = Wrouge €t

Winaz = Wyiolet R 2 Wmnin-

F1GURE 2 — Diffusion Rayleigh.

e Le dipéle oscillant excité

Sous l'action du champ électromagnétique solaire, les molécules d’azote et d’oxygéne
se déforment. Il se trouve que le modéle de I’électron élastiquement lié donne de bons
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résultats, tout au moins dans la partie visible du spectre électromagnétique. Il sera étudié
en détail dans le chapitre B-XII consacré & I’électromagnétisme dans la matiére.

Résumons ce qu’on y apprendra : sous I'action d’un champ Ey exp(j wt) e, la molécule
se comporte comme un dipole de moment o Eg exp(jwt) e, avec a de la forme suivante :

o = W qu’il faut identifier ce résultat avec la notation py cos(wt) e, définie
plus haut (a la phase a l'origine prés). On a donc pg = |a| Ep et donc p3 = |a|? E2 ou E3
est proportionnel & la puissance surfacique de la lumiére solaire (ﬁ = (1/p0) E A l—3>) La
figure 2 & droite, p. 27, donne |a|? en fonction de w, dans le méme intervalle et avec les
mémes unités que la courbe précédente. La pulsation de résonance est dans 'ultra-violet &
6.10'° rad.s™! (correspondant & 314 nm).

e Le bleu du ciel.

Les molécules de 'atmosphére, excitées par le rayonnement solaire rayonnent a leur
tour, c’est le phénomeéne de diffusion RAYLEIGH, avec une puissance (cf supra) :

uow4p% te 4.2 te 4| 12 2 te 4 |2
Pdif.:mzcew py=C"w" o] Ef = C* W™ |al” Ps

Il est aisé, par multiplication de wt (terme qui varie d'un facteur 24 = 16 entre wy;, et
Wimaz ), |g|2 et Ps, de tracer le graphe de Pg;r. en fonction de w, toujours avec les mémes
conventions (voir figure 3 p. 28)

4

b
F, diffusée

violet

bleu

/! Wy,

FIGURE 3 — Le bleu du ciel.

On remarque aisément que l’essentiel de I’énergie est rayonnée dans le violet et le
bleu, ce qui explique la couleur du ciel, tout au moins lorsqu’il ne contient rien d’autre
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(pollution urbaine, particules en suspension, gouttelettes d’eau ou cristaux de glace) que
de 'oxygéne et de I'azote. La croissance rapide de la courbe est, bien sir, essentiellement
due au facteur w? dans la puissance rayonnée par le dipole.
e Polarisation du ciel bleu.

Je suis au point O et je regarde le ciel dans une direction Ou, le soleil est a I'infini dans
la direction de Oz , coté négatif, et envoie ses rayons parallélement & Ox. Notons 7/2 — «

I'angle entre Oz et Ou (voir la figure 4 p. 29; en gras ce qui est hors du plan Oxy).

6=m/2 B 0,=m-a
A

Y 01 E u
rayon ( . rayon
solaire solaire
o
19 7/2-a n/2-a

FIGURE 4 — Polarisation de la lumiére diffusée.

On peut considérer que le rayonnement solaire est composé de deux rayonnements
polarisés rectilignement, de méme amplitude, I'un dans la direction orthogonale au plan
(soit Oz) et lautre dans le plan (soit selon Oy). Soit un dipéle en un point M de Ou
excité par une onde 1, polarisée selon Oz, et oscillant donc parallelement & Oz. Il émet une
onde d’amplitude (cf supra) proportionnelle & sin 6y, ou 6; est I'angle entre Oz et MO,
soit 01 = m/2, son amplitude est donc maximale.

Par contre un dipole excité par une onde 2 polarisée selon Oy, 'onde est en sin 5, ou
0y est 'angle entre Oy et MO, soit 62 = ™ — «, son amplitude n’est pas maximale et 'onde
totale regue en O est donc partiellement polarisée (polarisation elliptique, en gros).

Le phénomeéne est le plus marqué si a« = /2, auquel cas 'amplitude de la seconde onde
diffusée est nulle et donc la lumiére diffusée est polarisée selon Oz.

e Le soleil couchant.

Il va de soi que la puissance diffusée par 'atmosphére est prélevée sur celle des rayons
solaires. Leur amplitude décroit donc au fur et & mesure de leur progression dans I’atmo-
sphére. A midi, le soleil n’est pas loin de la verticale et ses rayons ne traversent qu’une
trentaine de kilométres d’atmosphére dense et 'affaiblissement est négligeable.
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Par contre au soleil couchant, la longueur traversée est :
L=+/(R+h)?2—R?>?=+v2hR+h?~V2Rh

soit avec R—=6400 km et h ~30 km, L ~600 km, soit vingt fois plus (voir figure 5 p. 30).

soleil au zenith

oS

soleil couchant

S

tmospheére

=

R TERRE

FIGURE 5 — Soleil couchant.

Dans ce cas, 'absorption n’étant pas la méme pour toutes les longueurs d’onde, les
rayons solaires ont complétement épuisé leurs composantes violette et bleue, diffusées for-
tement par ’atmosphére; il ne reste qu'un peu de vert et beaucoup de jaune, orange et
rouge, peu diffusés, d’ou la couleur rouge-orangée du soleil couchant.

e Le rayon vert.

Ajoutons & cela que 'atmosphére est un milieu dispersif et qu’elle décompose la lumiére
du soleil couchant & la maniére d’un prisme. La figure 6 p. 31 montre la formation du spectre
en visualisant le rouge (R) 'orange (O), le jaune (J), le vert (V), le bleu (B) et le violet
(Vt). Dans la position de la figure, seules les composantes du jaune au violet pointent vers
le bas et peuvent étre recus au sol; en pratique pas le bleu ni le violet totalement absorbés
(cf supra; on les a dessiné en pointillés). Quand le soleil plonge sous 'horizon (voir fleche
descendante), le spectre se décale vers le haut (voir fleche ascendante) et finit par ne plus
atteindre le sol, la derniére couleur & disparaitre, puisqu’il n’y a plus ni bleu, ni violet, est
donc le vert.

C’est le célébre rayon vert, difficile & observer, car il faut 600 km de ciel pur dans la
direction du ponant.

Que toutes ces explications sur les couleurs dans le ciel ne vous empéchent toutefois
pas de jouir de leur poésie.
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du spectre

tmosphg¢

soleil
couchant

FIGURE 6 — rayon vert.

e Autres types de diffusion.

La diffusion de RAYLEIGH se fait par les molécules d’air dont la taille est trés petite
par rapport a la longueur d’onde de la lumiére. D’autres mécanismes entrent en jeu quand
les particules diffusantes sont plus grosses (poussiéres, gouttes d’eau, cristaux de glace). Si
elles sont informes (poussiéres), la diffusion reléve de la diffraction et si elles ont une forme
réguliére (gouttes sphériques), la diffusion reléve alors de I'optique géométrique. Nous nous
en tiendrons la.

5 Etude de cas complexes.

On a réussi a expliciter le champ électromagnétique sous cette quintuple hypothése :

— on calcule le champ a une distance r grande devant la taille a de la distribution de
charges, soit a < r,

— on se place dans un contexte de vitesses non relativistes, c’est-a-dire négligeables
devant ¢, ce qui peut aussi se traduire par a < A = ¢T ot T" est un temps caracté-
ristique de variation des caractéristiques de la distribution de charges,

— on se place dans la zone de rayonnement ou les termes en %2 sont négligeables devant

L ce qui se traduit par A\ < 7,

ceux en __,
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— la distribution n’est pas monopolaire, c’est & dire que la charge totale @), constante,
de la distribution est nulle,

— la distribution est dipolaire, c’est-a-dire que son moment dipolaire électrique ?(t)
n’est pas constamment nul.

Nous allons explorer quelques situations ot I'une de ces conditions n’est pas vérifiée et
les quatre autres le restent afin de donner au lecteur quelques pistes a explorer. Il y a cinq
conditions, il y aura donc cinq exemples.

5.a Distribution monopolaire.

On en a en fait déja parlé antérieurement et ce n’est qu'un simple rappel. Dans le

)

potentiel électrique, apparait a grande distance le terme Tacor mais la charge totale de
la distribution de charges est constante, conservation de la charge oblige, et I’on retrouve

un potentiel statique 47:‘30T qui ajoute au champ électrique dipolaire le champ statique
47%:7«2 car le gradient n’apporte plus les complications de la dérivation de 7 =t — . Bref,

il suffit d’ajouter au champ électromagnétique propagatif (formé d’un champ électrique et
d’un champ magnétique que je note ici £, et B,) un champ électrique statique (que je

. . g
note ici E).

Au niveau énergétique, on ajoute ainsi au vecteur de POYNTING le terme supplémen-
— —
taire i Es N By qui, en régime périodique sinusoidal, a une moyenne nulle; il en va de
méme pour la puissance rayonnée.

5.b Hors de la zone de rayonnement.

Les hypothéses a < r et a < A sont conservées, donc les expressions des potentiels
(voir paragraphes 3.b et 3.c débutant respectivement p. 16 et p. 18) sont encore valables.
Par contre, si '’hypothése A < r est abandonnée, dans ’expression des champs qui en
résulte, les termes en %2 cessent d’étre négligeables devant ceux en % Mais puisque nous
avons effectué les calculs plus haut (voir paragraphes 4.a et 4.b débutant respectivement
p. 19 et p. 21) puis supprimé les termes négligeables, on sait calculer les champs dans cette
situation pour la bonne raison qu’on l'a fait ou peu s’en faut (quelques calculs n’ont été

qu’ébauchés).
5.c Rayonnement d’une antenne demi-onde.
e Le dispositif.
Une antenne est un conducteur filiforme rectiligne (sur 'axe Oz), de longueur a finie (et
centré sur le point O), parcouru par un courant sinusoidal de la forme I(z,t) = f(z) cos wt.

Bien évidemment, I'intensité doit s’annuler aux extrémités sinon il y aurait accumulation
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de charges, impossible en l’absence de condensateur. La fonction f(z) doit s’annuler aux
extrémités, on peut donc proposer une analogie avec les cordes vibrantes'® et affirmer
que f(z) est décomposable en fondamental et harmoniques. Le fondamental est tel que la
longueur de l'antenne soit une demi-longueur d’onde (d’ou le nom de 'antenne) et f(z),
de période 2a, s’écrit alors f(z) = Iy cos (7r 2) pour s’annuler en z = £g. On se limitera
ici & ce seul mode fondamental.

Pour déterminer w, point n’est besoin d’étudier ce qui se passe dans le fil car ce qui
s’y passe se raccorde par continuité ' a la surface avec un champ électromagnétique de
méme pulsation w et avec la méme allure de champ stationnaire de vecteur d’onde k = 7
qui, puisqu’on est alors dans le vide, vérifie I’équation de propagation d’ott w = ck = %£.
Ce point mérite certes une vérification expérimentale, mais soyez persuadé qu’il y a bien
longtemps qu’elle a été effectuée.

Classiquement, pour compenser les phénoménes dissipatifs (effet JOULE dans le fil,
sans oublier le rayonnement que 'on est en train d’étudier), il faut un excitateur; dans la
pratique, le fil et coupé en son centre O et les deux brins sont réunis aux deux bornes d’un
générateur de courant, non parfait en pratique, c¢’est-a-dire un générateur de NORTON 2.
Il faut qu'il ait la fréquence w = ck = 7 pour engendrer une résonance, c’est pourquoi l'on
dit aussi que ’antenne est accordée.

e Calcul du potentiel vecteur.

Par essence, la taille de ’antenne n’est pas négligeable devant la longueur d’onde (c’en
est la moitié) et I’on ne peut donc pas reprendre les résultats du modéle non-relativiste pour
trouver le potentiel vecteur. Ici ce n’est pas la vitesse des électrons dans le fil, au plus de
I'ordre du millimétre par seconde ', mais celle de 'onde qui compte. De toute facon, d’un
point de vue opératoire, I'approximation non-relativiste intervient para < A =cT =27 £

La formule des potentiels retardés (voir partie 1 débutant p. 5), adaptée a la situation
filiforme donne :

»

az(z,t P()M”>d€ s (g @
A(M,t) = “O/ _/‘()/2(‘3)

in g PG irly )

ot P(z) est le point de cote z sur Oz et r(z) = ||P( YM]|.

Si l'on se place a grande distance, soit r > a, on a (voir paragraphe 3.a débutant
p. 15) :

r(z)=r—"u-OP(z) =r —¢& -(z€;) =r — z cosf

13. Voir chapitre D-II.
14. de certaines composantes, voir chapitre C-XIII.

15. Le chapitre C-V d’électrocinétique montre que c’est la méme chose qu’un générateur de THEVENIN,
c’est-a-dire un générateur de tension non parfait ; ce n’est qu'une question de point de vue.
16. Pour étre parlant, c’est la vitesse de I'escargot au galop!
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oll, en introduisant les coordonnées sphériques relatives au point M ou 'on calcule
-
A, 0 est 'angle entre Oz et OM. Puis, en reprenant le raisonnement du paragraphe 3.b

débutant p. 16, si r > a, on pourra confondre r(z) avec r; par contre puisque a n’est pas

négligeable devant A, on ne pourra pas dans I confondre 7(z) =t — w avec T =t—"L,
d’otur :

a a 9
Z(M,t)—ﬂe-; 2[(2,15_7“(2)) dzzﬂa 2I<z,T+ZCOS )d
drr _a c .

4r _a

2

2

wo Lo — 3 z cT z cos
= ——¢, cos(7r7> cos|m—+m dz
dr a a

—a a
2

o lo — 3 z z cos
=——c, cos<7rf) cos|wT+ 7 dz
d7r a a a

2

Le calcul de l'intégrale est de routine, mais nécessite un bonne habitude de la trigono-

métrie ; je détaille pour ceux qui ne s’y sentent pas a ’aise. On commence par le changement
de variable u = 7 Z puis on linéarise et I'on intégre :

/ COS(T( )Cos(w7+7rzcsse> dz:a/
_ T J_

a us
2 2
jus

iR
INE]

ISR

cos(u) cos(wT +u cosf)du = - --

27

—

INIE]

’ cos[u(l%—cosé’)+w7’]du—|—2i /2 cos[u (1 —cosf) —wr]du=---
™ J_x
2
_a sin[5(14cosf)+wT] —sin[-F (1+cost) +wrT]
27 1+ cosf

~a_sin [Z(1—cosf) —wr| —sin [-F (1 — cosf) —wT]
2m

1—cos@

On transforme les différences en produits puis on utilise sin (go + %) = cosp et les
parités des fonctions sinusoidales :

/ COS(T(Z) cos (w7'+7rzcsse) dz =---

(SIS}

a
2

a sin [5 (1 +cosf)] cos(wr) @ sin[5 (1 —cosh)] cos(—wT)
T 1+ cost T 1 —cost B
a sin [Z + % cosf)] cos(wT) asin[f — 7 cosf)] cos(wT)
T 1+ cosf T 1 —cosf o
a cos (5 cosf) cos(wr) a cos (=5 cosf) cos(wT)
T 1+ cosf T 1 —cosf N

1+cosf 1—cosb
a T 2 2a cos (% cosf) cos(wT)
$=_cos (5 cos 9) cos(w ) T oos?d = g

a us 1 1
':;COS<§ cos@) cos(wT) ( + ):
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On en déduit :

o Iy —, 2a cos (g cos 6’) cos(wT)
e

A(M,t
’)_4777’ z 7 sin? 6

d’oti il est intéressant de faire disparaitre a grace & w = 7-£ pour éviter que n’appa-
raissent deux grandeurs liées par une relation oil ne figurent que des constantes universelles,
mathématiques ou physiques. Donc :

tio Io ¢ cos (5 cosf) cos(wT) _,
€z

A(M,t) =

27w wr sin? g
e Calcul du champ électromagnétique.

Dans la zone de rayonnement (A < ), les résultats du paragraphe 4.b débutant p. 21
sont valables, soit :

e Iy cos (2 cos@) sin(wT
c 2mr sin 6

— = . —
car e; A e, =sinfeg et :

Igc cos (% cosf) sin(wT
FoeBas o _tob (2 ) sin( )5

2mr sinf

— . — . —
car e, A e, = sinf eg

e Puissance rayonnée.

Le vecteur de POYNTING est :

1 12 ¢ cos? (Z cosf) sin?(w
I=—Enpg="1"% G 4) W) 2
140 47272 sin“ 0

de valeur moyenne temporelle :

2 2
po I3 ¢ cos® (5 cosb) -
T

(17) =

8 w272 sin?
2(m 0

On trouvera ci-dessous (figure 7 p. 36) le graphe de la fonction w superposé
g & sin“ @

a celui de sin? 6 (en pointillé, fonction obtenue pour le dipdle oscillant au paragraphe 4.c
débutant p. 23) : 'antenne demi-onde est & peine moins directive que le dipole oscillant.

.
La puissance moyenne & travers une sphére de rayon r, d’élément de surface dS =

2 -

r® sinfdfdy e, est :

(73) ﬂ< > (Tg’ Mofo / / cos? 2 cos@) 40 — ,UOI[%C /w cos2 (% COSH) y
- 0

sin 0 4 sin 0
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FIGURE 7 — Diagramme d’émission d’'une antenne demi-onde.

T COS2(g cos 9)

ou l'intégrale J = fo ——5— d0 ne peut étre calculée que par des voies numériques ;

sa valeur approchée 7 est J = 1,219.
e Résistance d’antenne.

Par analogie avec (P) = RIezf ;=R I3 /2, on peut définir une résistance de rayonnement

ou d’antenne égale &
2 (m
T cos® (% cosf
r=Hc° / (5 cost) 4
0

27 sin

Il est remarquable que le résultat soit une constante universelle ; le calcul donne pour
valeur 73 €.

Remarque : 'adaptation d’impédance (voir le chapitre C-V consacré a 1’électrociné-
tique) impose donc que le générateur qui alimente I'antenne ait la méme résistance interne.

e Gain de 'antenne.

On appelle gain d’une antenne le rapport, & r donné, de la valeur maximale Iy, ay. de

Lo . . . .. . I2c
(II) vis-a-vis de la direction, obtenu ici (voir figure) pour § = 7 de valeur Iy, = g?rz(’TQ
a une valeur Il qui donnerait la méme puissance moyenne, soit ici Il = 4<:7>,2

17. Désormais, les logiciels de calculs formels effectuent en une fraction de seconde ce qu’on me demandait
d’effectuer a la main en une heure.
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2
1%07TIQOT2 J ot J est 'intégrale définie ci-dessus. Le gain est donc G = £ = 1,64, c’est modeste
et 'on améliore nettement ce gain en placant les antennes au foyer de paraboloides.

e Antennes réceptrices.
Si le mouvement d’électrons dans ’antenne provoque 1’émission d’une onde sphérique

divergente, en renversant formellement le sens du temps, une onde sphérique convergente
provoque le mouvement rétrograde des électrons; c’est le principe de ’antenne réceptrice.

5.d Rayonnements quadripolaire et magnéto-dipolaire.

On a vu dans le paragraphe 3.b débutant p. 16 que 'on pouvait donner I’expression
approché suivant au potentiel vecteur :

( ’t_nﬁn>

© Ho — o =
A (M, 1) Avp ~ 10 P,7)dVvp = 1o
///Rs 47 ”PMH P 4 ///R:; j(P.7)dVe dmr p

P4 - = ..
ou ||[PM|| =~ r — u - OP peut étre remplacé par r dans I’hypothése non-relativiste.

Que se passe-t-il si P est constamment nul ? Reprendre la philosophie de développer
chaque facteur dépendant de P dans 'expression du potentiel vecteur retardé jusqu’a son
premier terme non nul. Pour j, c’est toujours % mais pour j (P,t — ”Péw), c’est,

puisque l'ordre zéro est désormais nul :

PM w.OP w.OP
7<p,t_ll\l> :7<Rt_r+u-) :7<p,7+%> o
C C

& C
: w-OP W -OP
TP+ T (P = (P +

Au premier ordre non nul, on a donc :

Ao - o [ G0 a - te 8 (] T ona)

— - —
Reste a donner du sens a 'intégrale /// Jj (P,7)(u - OP)dVp. Les choses sont plus
R3

lisibles en réécrivant les choses dans un contexte de distribution discréte, quitte & chercher
ensuite une justification directe via ’analyse vectorielle ; on a utilisé cette démarche dans
le paragraphe 3.b débutant p. 16 mais ici la justification a posteriori est trop artificielle

37



pour étre intéressante et nous nous permettrons d’en faire l’1mpasse Nous traduisons donc

/// (P,T) u OP)de eanl u OP qu dOP Z} O—ﬁ) ou les ¥'; sont

calculés en 7 =t — E

La suite n’est pas trés naturelle, elle utilise deux formules différentes ol apparait la
somme recherchée. La premiére est une dérivée :

%Z%(UQ—PZ)@:Z%(Z;:)O—PZ—FZ%(ZO—PZ)W

et la seconde un double produit vectoriel :
- = — —_ —
Zqz OP/\v@ Zqi(u'Ui)OPi_ZQi(U‘OPi)?l
et la demi-somme conduit & :

Zqﬁ-ﬁm:m ZQz u OP OP—*Zqz OP/\vz)

soit encore, en profitant de I'antisymétrie du produit vectoriel :
d —_ — — 1 —_— =
Zq, u OP) dthi(u'OPZ-)OPi+<quiOPZ-/\Ui>/\7

Reste a identifier les deux grandeurs ainsi apparues que l'on peut ou non retranscrire
en répartition volumique.

—_— — —
Le vecteur ) % G OP, Nv; =5 % OP; A (g; v;) se traduit en :

1l — —
//RsQOPAJ(P)de

otl l'on reconnait la définition du moment dipolaire magnétique m (voir le chapitre
C-IV consacré aux dipoles électriques et magnétiques).

Le vecteur ) g ( u OPk) OPk (on change l'indice « muet » en k pour réserver i et j a
la matrice qui suit) est fonction linéaire de vecteur colonne w de matrice (Q) symétrique,
de coefficients (avec x; = z, x93 = y et 3 = 2) Qw = > QT Tk (), est la i-éme
coordonnée de la charge de numéro k) qui est manifestement cousine avec la matrice
(Q) qui gere les propriétés quadripolaires électriques de la distribution de charges (voir
le chapitre C-IV consacré aux dipoles électriques et magnétiques) ot I'on avait Q;; =
SN errizn; — 3 (X qe OP?) 6ij (ot &;5 est nul si i # j et égal a l'unité si i = j). Il
ne m’apparait pas essentiel d’exprimer (Q) en fonction de (@), car la premiére peut étre
considérée comme une donnée liée a la répartition.

On peut donc écrire finalement :

e _ Mo d([1d - _ Mo I
A(M’t)_élﬂ'crdt 2 dt }_ @




N . A = — .
ot, bien siir, (Q) et m sont calculés en 7 =t — L.

Dans la zone de rayonnement, le champ électromagnétique se calculera ensuite de facon
classique par

= AANZ
C

— —
E=cBAe,

et il ne me parait pas utile de développer.

Le champ lié & m s’appelle bien évidemment rayonnement magnéto-dipolaire et celui
li¢ a (Q) rayonnement quadripolaire.

—
Remarque : en ordre de grandeur p = Y. ¢q; OP; est de l'ordre de Qa ou a est la

taille du systéme et @ est non Y ¢;, qui peut étre nul, mais ) |¢;| et donc 5} de Vordre
de % ot T est un temps caractéristique d’évolution de la distribution (cf supra) Par

—_— =
ailleurs, d’une part m = > % ¢ OP; N\ v; est de l'ordre de Qa7 et donc 1 m AW de

ordre de & T2 et d’autre par les QU = qux;ﬂ rp; sont de l'ordre de Aa? donc (Q)U
de ordre d

Ho [l (Q)u +m/\ u] ; ce qui est licite si Qa < Qa soit a <« A = ¢T, soit notre

(M t) = 2 7 en négligeant I’ ordre suivant

dmwer |2 T
hypothése de travail. Dans I’hypothése non—relatlwste les rayonnements magnéto-dipolaire

et quadripolaire sont masqués par le rayonnement dipolaire sauf si celui-ci est nul.

5.e Champ électromagnétique créé par une charge en mouvement.
e Introduction et rappels.

Le cas le plus délicat a traiter est celui du champ électromagnétique prés de la dis-
tribution de charge, 14 ou I'approximation a < r n’est plus valable. Dans le cas d’une
distribution volumique, il n’y a pas de remarque & portée universelle qui fasse avancer les
choses ¥ ; par contre, dans le cas discret, il suffit de sommer les champs créés par chaque

charge... & condition toutefois qu’il n’y ait que peu de charges.

Nous allons donc ici calculer explicitement le champ électromagnétique créé par une
dOP(t)
dt

unique charge ¢ situé¢ en un point P(t) mobile, de vitesse v (t) = . Rappelons que
nous avons établi, dans la paragraphe 2.b débutant p. 8, 'expression des potentiels créés

18. « schmilblick » elit paru moins sérieux.
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en un point M et a l'instant ¢, appelés potentiels de LIENARD-WIECHERT :

1

TED R(T)— v (1) R(T)
- o q7(7)
Aarp=to V0

U R(r) — v (1) (1)

[

— _—
ou 7, en fait 7(M,t), est la solution unique de R(7) = || R(7)|| = |P(1)M|| = ¢ (t — 7).

e Premiére étape.

— — —
Il ne reste qu’a calculer le champ électromagnétique par les formules B = rot A et

— —_— e
E =—gradV — % avec la petite complication que 7 n’est pas défini explicitement mais
comme solution d’une équation. Commencons par débroussailler. On se convainc vite que :

—
- gr?)iV = a 5 grad | R(T) — vi(r)- R(r)
4meo 7 () R () ¢
R(r) - ==
et que :
— T (r —
OA g%y p_ aT@) 0 [ TR
= o —
ot 47 R(r) - ’U(T);R(T) 47 [R(T) _ ?(T)R(T)] ot c
ol agy) = 7(7’) % (formule classique de dérivation d’une fonction composée).
s = e J— —
Enfin, grace a la formule rot(a U) = a rot U + grada A U :
7 — B
rot A = i‘i qrotv(r) —:—0 ¢ grad |R(r) - CIGAEIGR T
" Rir) - T 4 [ s B C

oll, en observant que, par exemple, 8”53(/7) = ?Z(T) 97 ot expressions analogues, on
_ )
déduit que r_o‘E[?(T)] =grad7 A v (7)
Pour alléger ’écriture, nous noterons désormais, 1a ou il est inutile d’en détailler la

valeur, R* = R(7) — w, d’ou :
—gradV = Treo WgradR
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N )
_8A _ Mo q?(ﬂ% +&q7(7') OR*

ot 4m R 47 R2 Ot
— — dr A _>( )
Mo q gradT A V(T Bo 9 — —
I'OtA:E R —HﬁgradR*/\ ’U(T)
N or OR* *
I nous reste donc a calculer 37, grad 7, %5~ et grad R

e Deuxiéme étape.

Commengons par les dérivées temporelles. On sait que 7(M, t) est solution de I’équation
R(1) =c(t —7), d’ont en dérivant par rapport au temps :

OR(r) _ (1_a¢>

ot ot

Une relation pour deux inconnues 81;?) et %, ¢a ne suffit pas. On sait aussi que
RN
R(7) = || R(7)|| ou mieux R(7)? = ﬁ(7)2, d’ot en dérivant par rapport au temps, aprés
simplification par 2 :
—
OR(T) = OR(T)
R = R(7)-
(7) =% (7)) —5;
Deux relations pour trois inconnues 8%7), 8%5;) et %, ca ne suffit toujours pas.
: BN _ . . s OR(7)
Le point-clef est que R(7) = P(1)M = OM — OP(r) qui donne accés & =5~ (plus
précisément 8%§T) car on dérive & M fixé) :
M
— —
OR(T) 0OP(1) w( )87
=———"=—0(7) =
ot ot ot

ol l'on retrouve une donnée du probléme, la vitesse de la charge. On n’est pas tombé
—
dans le piége de la dérivation de la fonction composée OP(T).

Il n’y a plus qu’a en tirer les conclusions; on reporte ce dernier résultat dans ’avant-
dernier, d’ou :
- —
OR(T) R(r)- v (r) O1

ot R(r) ot

que l'on reporte dans le premier, d’ou successivement :

R(r)-o(r) or c(l a7>

R(r) ot T ot
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c I—%>(T) V()| Ot
0 |7 —Rrm ] o= ¢
or R)  R()
ot R(7) — T%)(;@)(-F))(ﬂ R*
d’o aussi :
OR(T) _ R(7)- V(1) or R(7)- v (1)
ot R(1) ot R*
et
OR(T) T () & B _R(T) ' (T)
ot ot R*

OR* D T(r)- R

OR(r) 107 (r) = 1., . OR(r)
=" o o RO-Lv(0) o
_OR(1) 1 -, or 1_, OR(1)
A T T
R(r)-v(r) 1=, =, R(r) 1_, R(t) V' (7)
_ iz - U<7i R(T) o +E v(:) ‘R*
__E(@) V(r) R(n)[R(r)-V(n)]  R(r) v (1)
R* c R* c R*

e Premiére synthése.

-
A ce stade nous pouvons déja donner I'expression de —% ; pour alléger du facteur
—

~ —
je noterai A = % A et donc, en cessant de noter I'argument 7 :

= =
04 Vh T o _
ot  R* R ot
VR, W[ RV REV] RV _
R* R*  R*2 R* cR* cR* |
RV [R-¥]¥ R[R-V]T  R[TIT
R*? R*3 cR*3 cR*3

Ko g
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e Troisiéme étape.

Passons aux gradients en commencant par les dérivations vis-a-vis de = dont on déduira
celles vis-a-vis de y etz par analogie puis les gradients par synthése vectorielle. On ne change
pas une méthode qui gagne, reprenons celle utilisée pour les dérivations temporelles.

On dérive R(1) = ¢(t — 1), R(r)2 = R(r)? et R(r) = P(r)M = OM — OP(r) par
rapport a z, une des coordonnées du point M (on cherche en effet a calculer 1r—0_t> X(M ,t)
et grﬁV(M ,t) donc x est relatif _ém_i\)/_f , pas & P) qui figure explicitement dans OM et

: . — — — s
tacitement dans 7, on arrive, avec OM =xe; +ye, + ze;, a:

OR(T) . &
or ox
OR(r) = . OR(7)
— —
OR(T) = 0O0P(T) _ T )@
ox — G ox — G UT@:U
On en tire :
0T _9R() _ R(r) OR(r) R(r) =T
or  Oxr  R(7) or  R(7) ’ Ox
d’oul successivement :
ar “R(r)-e ~Ry(7)

oz R*
OR(r)  _  Ru(r) V()
ox €+ c R*
et encore :
%[v( ) R(T)]Z%[U(T)]-R(TH v'(T) %[R(T)]Z
=T o R+ 7)o (B =
R (7) [ﬁ(f) 7(7)} B L R(NT()
=-— T + v (7) [ex—k T }—
Ry (7) [ﬁ(r) 7(7)] Ro(r) T (r)?
T c R* a(T) + c R*
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On imagine par analogie les expressions des dérivées par rapport a y et z et I’'on regroupe
vectoriellement, en cessant de noter I'argument 7, d’ot :

N
—>d B R
grad T = ——
R
dR = —
gra 7
ﬁ
Ta(i(;) (R 7) T + ]_3:(?2)
& cR* ¢ R*
_ — =
—(iR*——()i R ;)~R _§+R<R'7> v ﬁ(?z)
gra - e c - R* c? R* c c2 R*

e Seconde synthése.

SN
Nous pouvons désormais donner I expresswn de B =rot A, toujours allégée du facteur

4 4 - T
‘ffqennotantA— 7rAetB— An [ On a donc, avec v A v = 0 :

1o q 10 q
= = gradT/\_{)) 1 —
B =10t A = 7 —R*QgradR*/\7:---
= =
% v 1 (R _E(EY) 7 B@ e
crR"R R\ R 2R ¢ 2R v

RAD() RAT (1_%)/\7) <§'_{f}> (ﬁ/\7>(7g)
T T T e T R T 2 R*3 2 R*3

On est loin de la simple transcription de la formule de BIOT et SAVART (I al remplacé
—

par ¢ ') qui ne donnerait pour B que le seul deuxiéme terme, a condition de remplacer
R* par R.

De méme en remplagant 47r€ par f—?r ¢? et en notant pour la cohérence V = ﬁ V puis

- /=
—orad V. i radR*——2 £+R (R 7)_3_}_%(?2) _
& 2g 2 R* CQR* IS C2R* -
= R(R =
R ( v cv R (v?)
= R*3 R*3 R*2 R*g
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On est loin de la simple transcription de la formule de COULOMB qui ne donnerait pour
N

E que le premier terme, & condition de remplacer R* par R.

- -
Et 'on obtient F par addition & ce résultat, celui de —% rappelé ci-dessous :
= = B =1 — B == —927 —>
0A  Rv [R-W]v R[R-v]V R[vv
_ﬁ - R*2 o R*3 - ¢ R*3 + ¢ R*3

e Conseil de prudence et conclusion.

Je n’ai trouvé nulle part de calcul explicité et un seul endroit le résultat, obtenu apreés
indication des pistes & suivre mais « en omettant les calculs intermédiaires » et sous une
présentation variante qui ne semble pas compatible avec mon résultat. Je ne pense pas
m’étre trompé dans mes calculs mais je conseille au lecteur de ne pas me faire une confiance
aveugle.

J’ai indiqué dans le chapitre C-VIII consacré aux équations de MAXWELL que celles-
ci adaptent de facto un point de vue eulérien (on s’intéresse aux charges d'un volume
élémentaire fixe méme s'il en sort ou s’il en rentre) et non lagrangien (on suit les charges
dans leur déplacement) ; au vu des résultats qui viennent d’étre établis, on se rend compte
que c’est une excellente idée.
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