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RESUME :

On dégage dans ce chapitre les notions fondamentales sur les ondes qu’on retrouvera
dans tous les domaines de la physique comme, entre autres, la mécanique des solides élas-
tiques (ondes mécaniques), la mécanique des fluides (ondes sonores) et l’électromagnétisme
(ondes électromagnétiques) y compris dans le domaine de l'optique (optique physique).
C’est en dire toute l'importance.

L’étude est menée de facon formelle de facon a s’adapter a tous les contextes. On
explore les notions d’ondes stationnaires ou progressives, d’impédance, de réflexion et de
transmission, d’onde planes, sphériques, voire plus complexes, d’ondes longitudinales ou
transversales et de polarisation de ces derniéres, d’ondes dans des milieuxr uni-, bi- ou
tri-dimensionnels, discrets ou continus.

On fait apparaitre des outils mathématiques adaptés comme la décomposition en série de
Fourier, la transformation de Fourier, les fonctions de Bessel, les harmoniques sphériques.
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1 Préambule.

On peut mettre en évidence des phénomeénes ondulatoires dans tous les domaines de la
physique avec de nombreuses variantes. L’objet de ce chapitre est d’en étudier les propriétés
communes, indépendantes du contexte. Aussi la présentation sera-t-elle purement formelle :
on recherchera les fonctions de 'espace et du temps, notées f(M,t) qui soient solutions de
I’équation de propagation ou équation de d’ALEMBERT :

Pf o
— =c*A
ot? /
ou Af est le laplacien de f et ¢ une constante dont il est facile de vérifier qu’elle est
homogéne a une vitesse.

La fonction f peut étre scalaire ou vectorielle, auquel cas, par projection, ses trois
composantes sur les trois axes cartésiens vérifient I’équation de propagation scalaire a
laquelle on se raméne donc.

On tiendra compte, le cas échéant, de conditions aux limites et/ou de conditions ini-
tiales.

Pour une onde de nature particuliére dans une situation particuliére et/ou étudiée
d’un point de vue particulier, on devrait trouver, éparpillés dans ce chapitre, les éléments
nécessaires a son étude.

En particulier, chaque fois que dans un autre chapitre de ce cours apparaitront des
ondes, on utilisera les acquis de celui-ci pour alléger celui-la.

Les situations ou 1’équation de propagation contient des termes supplémentaires, dissi-
patifs par exemple, seront évoquées dans le chapitre D-IV.

2 Ondes stationnaires dans un milieu unidirectionnel.

Nous nous plagons ici dans une situation unidirectionnelle, par exemple celle d’une
corde vibrante. La position sera repérée par une abscisse x et ’équation de propagation

est alors :
O*f L 0f

o2~ ¢ a2

2.a Recherche de solutions factorisées.

Nous essayons ici de trouver des solutions qui soient de la forme f(x,t) = g(z) h(t); en
reportant dans I’équation de propagation, on obtient :

g(x) h"(t) = ¢ ¢"(x) h(t)



En divisant ! par ¢ g(z) h(t), on arrive & :

1Rt ¢"(x)
c h(t)  g(z)

équation de la forme Va Vt &(t) = ¥(x), ce qui entraine? que @ et ¥ sont des fonctions
constantes. On a donc :

W) o)
h(t) g(x) =t

(

La suite dépend du signe de la constante et du domaine dans lequel I’équation est

valable.

— Si elle est positive (on la note k2) alors g”(z) = k?g(z) et h"(t) = 2 k®h(t); les
fonctions g et h sont combinaisons linéaires respectivement de exp(k ) et exp(—k x)
pour g et de exp(kct) et exp(—kct) pour h. Selon que x et/ou ¢t peuvent tendre
vers 0o et/ou —oo, on peut exclure certaines des exponentielles (voire toutes et donc
exclure ce cas), sous peine de divergence.

— Si la constante est nulle alors ¢”(z) = 0 et h”(t) = 0; les fonctions g et h sont
des fonctions affines. Si z et/ou t peuvent tendre vers co ou —oo, la fonction affine
correspondante devient constante, sous peine de divergence.

— Si elle est négative (on la note —k?) alors ¢"(z) = —k? g(x) et h'(t) = —c2k? h(t);
les fonctions g et h sont sinusoidales respectivement en kx et kct. Que x et/ou t
puissent tendre vers oo et /ou —oo ne pose dans ce cas aucun probléme de divergence.

1
2

2.b Solutions compatibles avec les conditions aux limites.

En pratique, la recherche de solutions factorisées s’avére particuliérement efficace lorsque
I’équation de propagation porte sur un milieu limité entre deux abscisses, I'une choisie
comme origine = 0 et l'autre que nous nommerons z = ¢ (cf 'exemple classique de la
corde vibrante). La conception technique (ou parfois naturelle) du systéme étudié impose
certaines conditions a la fonction f a ces deux extrémités, appelées conditions aux limites.

Le cas le plus classique est V¢ f(0,t) = f(¢,t) = 0 (cf corde vibrante fixée a ses deux
extrémités). On en déduit immeédiatement (la solution est factorisée) que g(0) = g(¢) = 0.

Si ¢"(z) = 0, g est une fonction polynomiale du premier degré qui s’annule en deux
points, donc identiquement nulle. Il en est de méme alors pour f = gh. C’est certes une
solution, mais sans intérét ; elle correspond en général & la position d’équilibre.

Si ¢"(z) = k? g(z), la fonction g, sauf si elle est identiquement nulle, est combinaison
linéaire d’exponentielles qui peut s’écrire, en passant en trigonométrie hyperbolique, soit
sous la forme A ch(z — a) soit sous la forme B sh(z — a); or ni 'une ni l'autre de ces
fonctions ne s’annule en deux points. g donc f est donc nulle et c’est sans intérét (cf
supra).

1. La solution que I'on obtiendra montrera que les points ou f = g h s’annule ne posent pas probléme.
2. On en déduit en effet Vi &(t) = ¥(0) qui prouve que P est constante, et donc ¥ aussi.
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Enfin, si ¢”(z) = —k? g(z), la fonction g est sinusoidale, soit g(x) = go sin(kz + ©) ol
go et ¢ sont des constantes & déterminer. La condition g(0) = 0 entraine sing = 0 soit
modulo 27, ¢ = 0 (ou ¢ = 7 mais que l'on rameéne a ¢ = 0 en changeant le signe de go).
La condition g(¢) = 0 entraine sin(k¢) = 0 soit k¢ = pm o p est un entier positif (non
nul si 'on veut g non identiquement nul, cf supra).

La fonction g,(x) = go sin(k, z) = sin (pﬂ' %) est une solution possible a laquelle on

associe une fonction hy(t) solution de h”(t) = ¢® k2 h(t), d’ou :

h(t) = ho cos(kpct + ) = hg cos (pﬂ' % + zb)

ou hg et 1 sont des constantes dépendant des conditions initiales. Finalement, en po-
sant3 fo = go ho, la fonction fp définie par :

fp(z,t) = fo sin (pw %) cos <p7r C?f + ¢>

ou fo et ¥ sont des constantes, est solution de I’équation de propagation avec ces
conditions initiales. Toute somme de telles solutions est aussi solution.

La solution f; est appelée mode fondamental et la solution f, (avec p > 2) est appelée
mode harmonique de rang p ou plus simplement harmonique p.

Pour z donné, f(,t) est une fonction sinusoidale de t d’amplitude locale fo |sin (pm %) |
qui est nulle (on parle de neud de vibration) pour x4 = q{/p avec g entier entre 0 et p et
maximale (on parle de ventre de vibration) pour x; = (q+1/2){/p avec q entier entre 0 et
p — 1. On définira plus loin (paragraphe 3.d p. 21) une longueur d’onde par A, = 27 /k,,
on voit qulici A, = 2¢/p et que les noeuds sont distants de A,/2, et de méme pour les
ventres et A,/4 sépare un nceud d’un ventre. La période est T}, = 27/w), et 'on voit que
Ap = ¢T), = ¢/ f, D’ou 'astuce mnémotechnique : la fréquence fondamentale s’obtient &
partir de £ = \1/2 et A\; = ¢/ f1.

FIGURE 1 — Fondamental et deux premiers harmoniques.

3. Seul le produit go ho a un sens car on peut multiplier go par une constante et diviser ho par la méme
constante sans changer la fonction f.



La figure 1 p. 7 montre I’aspect de la corde a différents instants pour le mode fonda-
mental et les harmoniques 2 et 3.

Un autre cas le plus classique de conditions aux limites est V¢ f(0,¢) = 0 et %(6, t) =0.
Le méme type de raisonnement conduit alors au fondamental suivant :

x ct
z,t) = sin( —) cos —
filz,t) = fosin (7 o (W2£+¢)
avec uniquement des harmoniques impairs :

ct

fapt1(z,t) = fo sin {(2p+ 1)#%} cos [(2p+ 1)7Tﬂ +¢]

Une corde vibrante produit un son qui est somme d’un fondamental et de ses harmo-
niques ; toute la musique occidentale a été construite a partir de 1a; I’harmonique 2 d’un
son est son octave, I’harmonique 3 sa douziéme (soit I'octave plus une quinte), ’harmo-
nique 4 la double octave et I’harmonique 5 la double octave plus une tierce majeure. Une
ancienne monographie que j’ai consacrée a ce sujet est intégrée a ce cours de mécanique
vibratoire (chapitre D-IIT).

2.c Décomposition d’une fonction périodique en série de Fourier.

Les travaux de FOURIER ont conduit, en mathématiques, a la théorie de la décomposi-
tion d’une fonction périodique en série de FOURIER dont nous donnerons ici les résultats
essentiels.

Une fonction f périodique de période 2/ est la somme? de la série trigonométrique -
a = T T
0 .
£ T) b ()]
2+};[apcos<p£)+psmp€

dont les coefficients sont :

ap = z/if(:c) cos (pL;) dz

pour p entier positif ou nul et

b, = ;/Zf(ac) sin (p%) dz

pour p strictement positif.

4. On fait volontairement I’impasse sur les conditions pour avoir une convergence simple ou une conver-
gence uniforme.



Il est utile de remarquer que pour une fonction paire les b, sont nuls et pour une
impaire, les a,.

Pour une corde vibrante comprise entre x = 0 et « = £, on peut, si elle est immobile en
ses deux extrémités, considérer la fonction f(x,t), & un instant ¢ donné, comme la restriction
d’une fonction impaire (il faut pour cela f(0,t) = —f(0,t) donc f(0,¢) = 0 mais c’est le cas)
et périodique de période 2/ (il faut pour cela f(¢,t) = f(£ —24,t) = f(—¢,t) = —f(¢, 1)
donc f(¢,t) = 0 mais c’est le cas), on retrouve les solutions développées plus haut puisqu’il
n’y a que des termes en sinus dans la décomposition de FOURIER. On détaillera un peu
plus loin.

On démontre® aussi le théoréme de PARSEVAL :

1 [t ) ap\2 1
20 | M@ de = () +

Pour le physicien, il s’agit d’un théoréme énergétique ; en effet I’énergie fait intervenir
des carrés de fonctions. Le théoréme affirme que I’énergie moyenne est somme des énergies
moyennes du fondamental et des harmoniques (on rappelle que la moyenne du carré d’'un
sinus ou d’un cosinus est 1/2) s'ils étaient seuls. Cette additivité ne coule pas de source
car a priori le carré d’'une somme n’est pas la somme des carrés; le théoréme affirme donc
que les doubles produits sont nuls en moyenne et leur somme aussi (ce n’est pas évident :
il y a une infinité de termes).

2.d Solution compatible avec une condition initiale.

Prenons un exemple classique : soit une fonction f(x,t), solution de l’équation de
propagation, définie entre les abscisses x = 0 et z = £; on lui impose comme conditions
aux limites V¢ f(0,t) = f(¢,t) = 0 et comme conditions initiales f(z,0) = y(z) Yz € [0, /]
(o1 y est une fonction connue telle que, bien stir, y(0) = y(£) = 0) et %(w, 0) =0Vz € [0,4].
Physiquement, on lache la corde sans vitesse & partir d’une forme initiale imposée. Il s’agit
de déterminer f(z,t).

On peut considérer y(x), définie entre 0 et ¢, comme restriction d’une fonction Y (x)
impaire et périodique de période 2/ (cf supra). La décomposition en séries de Fourier ne
comporte donc que des termes impairs en sinus, soit :

y(x) = pio B, sin (pﬂ %)
p=1

ot les B, sont calculés a partir de la fonction supposée connue y(z) prolongée en Y (x)
par :

B, = % /_ZY(JU) sin (pﬂ'%) dx = % /OZY(JJ) sin (pﬂ%) dz = % /Ogy(x) sin (pw%) dz

5. On fait volontairement I'impasse sur les conditions de validité qui sont trés bienveillantes.




en faisant bien attention qu’on doit calculer par intégration sur une période donc avec Y
entre —¢ et £ et on se raméne & y, définie entre 0 et £, en exploitant les parités. La fonction
y est supposée connue, donc la série des B), aussi.

Pour f(z,t), ce méme raisonnement est valable & tout instant, & ceci prés qu’il faut
comprendre que, quand t varie, la fonction f, considérée comme fonction de x, change,
donc sa décomposition aussi, donc les coefficients de cette décomposition. On peut donc
écrire :

flz,t) = pi":o by(t) sin <p7r %)
p=1

f est solution de ’équation de d’Alembert ?927; =2 % En y reportant ’expression

précédente et en regroupant les termes (aux mathématiciens de justifier que ga reste valable
avec la somme d’une infinité de termes) :

b= 2.2 .2

pimee _ x
E (bg(t) + e bp(t)) sin (pﬂ' Z) =0
p=1

et, puisque la philosophie de la décomposition en série de Fourier est que les sin (pw %)
forment une famille libre, leurs coefficients sont tous nuls, soit :

p2 7r2 02

Vp bg(t) + T bp(t) =0

Il en résulte que b, est fonction sinusoidale du temps de pulsation p 7 ¢/¢, notons :

ct

by(t) = oy cos <p7r CZ) + (3, sin <p7r i >

d’ou
pP=00

f(z,t) = _ap coS <p7r c;) + By sin (pﬂ CZH sin (pw %)

g_p 00p7rc'_ o ct L g ct in( g)
i " _ozps pT p cos (P sin (p7

Utilisons les deux derniéres expressions a l'instant initial ¢ = 0 pour les identifier aux
conditions initiales mentionnées plus haut.

et

p=00 p=00
f(z,0) = Z ay, sin (pﬁ%) =y(z) = Z B, sin (pﬂ Z)

p=1 p=1

af X pre

ot @0 = 2 Oy sin (pm ) =0



la encore, puisque les sin (pﬂ %) forment une famille libre, on en déduit, pour tout p
que oy, = B, (rappelons que les B, sont connus) et de la méme fagon, 8, = 0 et donc :

p=00
flx,t) = Z B, cos <p7r C;) sin (pw%)

p=1

La solution est parfaitement définie comme limite d’une « série de fonctions » ; méme
si son aspect est rebutant, c’est la solution et I’on peut étre heureux. On verra plus loin
(paragraphe 4.b p. 22) une autre approche qui donnera une expression plus « lisible » de
ce résultat.

Exemple d’application : On « attaque » une corde « pincée » (celle d’une guitare
par exemple) en un point précis. La fonction y(z) a l'allure donnée a la figure 2 p. 11 :

FIGURE 2 — Attaque d’une corde pincée.

On en tire donc aisément I'expression de y(x), affine par morceaux :

T .
h— si O<aor<a
a

si O<z<a

d’ot1, en abrégeant

B, = % /Ozy(:n) sin (pw%) = % /Oazn sin (pw%) dx+£(jfa) /j(f—x) sin (pw%) dx

ou
/Oax sin (pw%) dx = /Oaznd <_p€7r cos (pﬂﬁ)) =

[—pix coS (pﬂj)]j—i— O“pfﬂ cos (pﬂ%) dx = {—pfﬂx cos (pﬂ%) + pf; sin (pwg;)K =
L a 2 a

— ﬁa cos (pﬂ'z) +P277T2 sin (pr)
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et dans la seconde intégrale, le changement de variable z = ¢ — £ d’ott dz = —d& donne

0

Y4
/a (¢ — z) sin (pw%) dr = — Z_af sin <p7r—p7r§> d¢ =
l—a l—a l—a
/0 £ sin <p7r —pﬂi) d¢ = (—l)p/0 ¢ sin (—pwi) d¢ = (_1)p+1/() ¢ sin (pﬂj) d¢ =

14 {—a 22 {—a
—_1)p = — i =...
(-1) ( pw(f a) cos (pﬂ' 7 > +p27r2 sin (pﬂ' 7 ))

ou la derniére égalité se déduit par analogie avec le calcul précédent en remplagant a par
{ — a; poursuivons :

14 a 2 a
o= (=P 2 — _ z & _ 2) ) =
(—1) ( e (¢ —a) cos (pw DT 6) +p27r2 sin (p7r DT 6))

(=11 <(_1)p+1 14 (¢ — a) cos (—p?T Z) + (—1)1’1m sin (—pﬂj)) =

pT

(_1)p+1 <(_1)p+1p£7r (¢ — a) cos (p7r %) + (_1)P+1p512 sin (p?T Z)) =

14 (t—a) ( a ) N IZE ( a)
— ({l—a)cos(pm- ——— sin(p7 -
p Py p2 w2 Py
puis on reporte le résultat des deux intrégrations dans l'expression de B, les termes en
cosinus se simplifient et il vient :

B_th 1_1_1 S,( g)
Pop2r2 \a f—a APy

Remarque 1 : on peut annuler B, en « attaquant » la corde par exemple en a = ¢/p.

Remarque 2 : pour une corde pincée, abstraction faite du terme sinusoidal, les termes

en B, sont en 1% et énergétiquement (cf la relation de PARSEVAL), les termes en Bg sont

en z%' Un corde pincée est donc énergétique pauvre en harmoniques et a un son plus sec

qu’un instrument & corde frappée ou frottée.

2.e Ondes stationnaires forcées.

Dans la pratique, des phénoménes dissipatifs finissent par amortir toute vibration et il
faut les entretenir pour pouvoir les observer durablement. Dans le cas d’une corde vibrante,
on peut y parvenir en imposant un mouvement a ['une des extrémités. Formellement, la
situation est la suivante : une fonction f(z,t) définie entre x = 0 et x = ¢, vérifie I’équation
de propagation et a pour conditions aux limites z(0,t) = 0 et x({,t) = a cos(wt), cette
derniére fonction étant réputée connue. On suppose en outre qu'un frottement non formalisé
a étouffé le régime transitoire (combinaison de modes propres amortis). On recherche donc
une solution sinusoidale du temps de pulsation w, celle du mouvement imposé en z = /.
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On recherche une solution factorisée f(x,t) = g(z) cos(wt); en reportant dans I’équa-
tion de propagation, on trouve une équation différentielle portant sur g(x) dont la solution,
compte tenu de la condition en x = 0, est g(z) = go sin (‘”—Cz) Enfin la condition en z = ¢
permet d’arriver aisément au résultat suivant :

f(z,t) = @ sin (w—cx) cos(wt)

Y max /al

Q

Qy 20,

FIGURE 3 — Corde de Melde.

La quantité go(w) = @ fait office d’amplitude et le graphe de la figure 3 p. 13 est

celui de gp(w) en fonction de w; on trouve, bien sir, des résonances pour w = wp ot les
wp sont les pulsations propres, c’est-a-dire celles du fondamental et des harmoniques de
la corde vibrante non excitée. En fait, I’existence, déja évoquée, de frottements empéche
I’amplitude de devenir infinie & la résonance.

Remarque : la situation de la corde excitée par la mise en mouvement d’une extrémité
est connue sous le nom de corde de MELDE.

2.f Exercice de style.

Comme promis dans le chapitre D-I, revenons, pour en critiquer la résolution classique,
sur le probléme de I'oscillation d’une masse suspendue & un ressort et sur quelques résultats
annexes.

e Allongement statique d’un ressort.
Commencgons par quelques considérations préalables avant leur exploitation dans notre
probléme.

Un ressort vertical a une extrémité fixe O et une extrémité mobile a laquelle est accro-
chée une masse ponctuelle M qui exerce donc une force F' = M g se déplacant verticalement
selon Oz. On note L la longueur & vide et u = % la masse linéique du ressort a vide. A
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I’équilibre, le poids de la masse M tend le ressort qui s’allonge de AL la raideur k est
définie par F' = k AL.

Le piége serait de croire, dans notre probléme, que le ressort se déforme de fagon homo-
thétique. Précisons les choses en considérant, en I’absence de pesanteur et indépendamment
de notre probléme, un premier ressort de longueur a vide ¢j et de raideur k£ qui, sous ’action
d’une force de module F, s’allonge de A¢ = F/k.

Plagons bout & bout deux ressorts identiques et exercons a ’extrémité du second une
force de module F'. Puisque que le second est a 1’équilibre, la somme des forces qui lui
sont appliquées est nulle et donc le premier exerce sur le second une force opposée a celle
de l'opérateur; il est donc dans la situation précédente et son allongement est le méme.
L’allongement total des deux ressorts bout a bout est alors A/l = 2A¢0 = 2F/k. Si
'on définit une raideur équivalente par A lyorq; = F'/keg, on en déduit keq = k/2 et comme
par ailleurs la longueur & vide est devenue 2 £y, on remarque que le produit de la longueur
a vide par la raideur est la méme pour un ressort et pour deux. Ce résultat se généralise
aisément a un nombre quelconque de ressorts et permet d’affirmer que k ¢y = C'te notée K
et d’écrire pour un ressort F' = K %—Oé.

Sous l'action de la force F', notons z + (g(z) la position de la spire qui, a vide (toujours
en l'absence hypothétique de pesanteur), serait a la cote z et appliquons le résultat a une
tranche de ressort qui, & vide, serait entre les cotes z et z 4+ dz et dont la longueur a
vide serait ¢y = dz. A équilibre les cotes des extrémités seraient z + dz + (g(z + dz)
et z + (g(z), la longueur serait donc la différence et en soustrayant la longueur a vide
I’allongement serait, & un développement de Taylor prés :

Al=[(z+dz+ (a2 +d2)) — (2 + (p(2))] — dz = Cp(z + d2) — Cu(2) = %f 4

d'ou F =K %Og =K ‘g—f que 'on appelle loi de HOOKE.

Revenons enfin au ressort auquel on a accroché une masse M de poids FF = M g et
étudions la tranche de ressort dont les cotes a vide seraient, comme ci-dessus, z et z + dz.
Appelons F(z) la tension du ressort au niveau de la spire de cote a vide z, donnée par la
loi ci-dessus, a savoir F(z) = K %.

La tranche en question est soumise

— ala tension F(z +dz) =K ddC—ZE vers le bas au niveau de I'extrémité inférieure
z+dz

— ala tension F(z) = K ‘g—f‘ vers le haut au niveau de 'extrémité supérieure

z.
— au poids dm g = u gdz vers le bas

On a donc, a Iéquilibre, successivement (avec un développement de Taylor puis une
intégration) :

d¢e d¢p d*Ce
0=K — - K d =K d d
A |, as Lo | TSR e
0 d&*Ce | ng
dz2 K



e _ ng

= z+ Cte
dz K
Pour l'extrémité inférieure du ressort, correspondant & z = L, la tension du ressort
s’oppose au poids de la masse M donc F(L) = Mg et dd%’L = % ce qui permet de

déterminer la constante d’intégration, d’ott successivement (avec (g(0) = 0) :

e _ Mg pg
dz K K

M
Co(z) = =2 2= £ (L —2)?
L’allongement du ressort est AL = (g(L) = M[gL = % qui est le résultat classique

car la raideur du ressort est k = IL< . Nous en sommes heureux mais I’explication est moins
simple qu’il n’y parait car le déplacement de spires n’est pas proportionnel & leur abscisse
initiale.

e Oscillations du systéme masse-ressort.

L’étude classique donne un mouvement sinusoidal de pulsation w = \/ﬁ, soit encore

avec k = % et M =pul,w= % 1/ % et c’est faux. Nous avions promis une explication

dans le chapitre D-I, la voici. Elle résulte de la possibilité d’ondes de compression-dilatation
dans le ressort.

On reprend le raisonnement précédant sur une spire de longueur a vide dz, & ceci prés
que le bilan n’est pas nul mais est égal au produit de la masse par 'accélération, d’ou
successivement :

9*¢ a¢ a¢ 9*¢
wdz el 92|\, 8zz+ﬂgdz 9.2 5 dz+pgdz
pde ¢ ng
K d?2 022 K

qui n’est pas une équation de d’Alembert & cause de la présence d’un terme constant.
Mais si on lui retranche® 'équation obtenue plus haut dans le cadre de ’allongement
statique, en notant f(z,t) = ((z,t) — (g(z), on tire aisément :
p oL _0°f
K ot2 022

qui en est une.

6. Notons au passage la démarche classique qui consiste & retrancher la solution du probléme & I’équilibre
a celle du probléme en mouvement, car on ne répétera jamais assez qu’une astuce utilisée plusieurs fois
devient une méthode.
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La célérité des ondes dans le ressort est donc ¢ = \/% pour faire apparaitre la forme
canonique de I’équation :
1 0%f B 0*f
o2 922

Cherchons une solution factorisée en f(z,t) = ®(z) cos(wt); par la méthode désormais
habituelle (report dans I’équation de propagation) et avec 'immobilité au point O (z = 0),
on arrive successivement a :

®(z) = A sin (E z)

f(z,t) = A sin (% z) cos(wt)
C(z,t) = f(z,t) + Cr(2) = %z — % (L — 2)* 4+ A sin (% z) cos(wt)

Quelle est la condition imposée a la fonction ( en z = L7

La cote de la masse M et son accélération sont

MglL

2u(t) = ((L1) = —2= + Asin (“’f) cos(w )

2 (t) = —w? A sin (“}CL> cos(wt)

Cette masse est soumise & son poids de module M ¢ dirigé vers le bas et & la tension
du ressort, dirigée vers le haut et de module F' = K %(L, t). Or

o M
9¢ _Mg  pg

w w
%= K ?(L—z)—{-AE cos(zz> cos(wt)

L
F:Mg+KAg cos (w) cos(wt)
c c

Appliquons le principe fondamental de la dynamique (M 2y = M g — F) a la masse
M, donne successivement :

L L
—M w? A sin <WC> cos(wt) = —KA% cos <WC> cos(wt)

L K L
M w sin <w> = — Cos <w>
c c c
; wL K
an[ — | =
c Mwec
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dont les solutions donnent les pulsations possibles. L’équation non algébrique se résout
graphiquement en posant u = w L/c et a = M ¢?/K L = Cte. L’équation s’écrit

cotan(u) = au

que 'on résout en superposant les graphes des deux membres en fonction de u. Remar-
quons que ¢ = K/pu donc a = M/pu L soit le rapport de la masse M et de la masse du
ressort. Le graphe 4 p. 17, avec a = 20 qui correspond & une situation fort plausible.

FIGURE 4 — Systéme masse-ressort.

Ce graphe montre que les valeurs de u solutions de 1’équation sont proches, hormis la
premiére, notée ug, des valeurs qui rendent infinie la cotangente, soit u, ~ w, L/c = pm
dou wp = pme/L, f, = pec/2L, A\, = 2L/p, valeurs classiques des modes propres.

Affinons en posant u, = pm + ¢p. Dans I'équation 1/tan(u) = awu, on utilise I'approxi-
mation tan(u,) = tan(ep) ~ €, et dans le second membre u, ~ pm d'oul
1 1

— =pTa soit Ep =Up —PT =
Ep pTa

Aprés multiplication par ¢/L

wp—prmc/L



Avec 72 ~ 10, a = 20, le décalage est de 0,5 % pour le fondamental (p = 1), d’un peu
plus de 0,1 % pour 'harmonique 2 (p = 2), de 0,05 % pour ’harmonique 3, etc.

Pour ug et wg, on peut utiliser le développement asymptotique cotan(u) = 1/u — u/3
car le graphe montre que ug est suffisamment petit pour valider le développement proposé
d’ou

i—@:CLU
uo 3 0
1 +1
— =1\|a — ]l u
UuQ 3 0

1

2

Un =

" (aty)
w2— 02

N CENE

Reportons-y ¢ = K/ et a = M/u L puis la raideur k = K/L et la masse m = u L du
ressort, alors

Conclusion la formule classique w% = k/M suppose un ressort idéal avec raideur mais
sans masse, ce qui est bien siir impossible! La conclusion sur la valeur de wq décoiffe, non ?

3 Ondes progressives dans un milieu unidirectionnel.

On considére cette fois une fonction f(x,t) définie de x = —00 & x = 0o et solution de
I’équation de propagation.

3.a Contexte expérimental.

Un milieu n’est jamais infini. L’énoncé précédent idéalise donc une situation ou la
fonction est définie entre une valeur fortement négative et une fortement positive, ['origine
étant au niveau de 'observateur. En pratique, cela suppose, d’un c6té un générateur, disons
ici en x = —xp, qui impose & f une variation connue en fonction du temps, c’est-a-dire
qui impose l'expression de fo(t) = f(—zo,t) et de 'autre c6té, a 'extrémité physique et
finie, disons en x = x1 quelque chose & préciser qui pourra étre soit un dispositif anti-reflet
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(voir paragraphe 6.d p. 33), soit un terme dissipatif non formalisé ici, assorti une distance
de parcours x1 assez longue pour que ce qui arrive en x71 et formellement au deld soit
parfaitement négligeable, soit encore le générateur en x = —x( allumé seulement depuis
un temps 7" suffisamment court pour que les perturbations en x = x1 n’existent pas encore
ou a la limite n’aient pas eu le temps de générer des perturbations en retour au niveau de
I’observateur, ce qui sera possible de chiffrer dés que 'on aura montré que c est une vitesse
de propagation.

3.b  Recherche de solutions par changement de variables.

Effectuons le changement de variables défini par u(z,t) = t — % et v(z,t) = ¢t +
dou t(u,v) = % et z(u,v) = ¢*5* qui permet de définir une fonction f(u,v)
flz(u,v),t(u,v)] avec bien stur f(z,t) = flu(z,t),v(x,t)].

z
c

Formellement, le théoréme de SCHWARTZ qui permet’ la permutation de l'ordre des
dérivations partielles successives permet d’utiliser une identité remarquable dans I’équation
de propagation :

P _ a0
ot? ot?

0 0 2 g 90,

ot ot ox oz’

G (8]
(8) (2 3)-(2)] -

Or si Pon dérive par rapport a u la relation f(u,v) = flz(u,v),t(u,v)], on tire (déri-
vation de fonctions composées de plusieurs variables) :

of of oz 0f 0t  cof 18f_1[<8>_< a>]f

ZJ c%

u Orou 9tou 20 20t 2

ot

Le résultat précédent peut donc se réécrire :

IORENER

puis par un raisonnement analogues et aprés simplification :

1aaf_0

4 9v Ou

7. Sauf exception, les fonctions utilisées en physique vérifient les conditions d’application du théoréme,
a savoir que les dérivées secondes soient continues.
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ovdu 0

Ce qui précede n’est pas vraiment une démonstration mais la genése de 'idée ; il suffirait

. N . 2 £ .
maintenant de calculer & rebrousse-poil % dans le cadre du changement de variables pour
que c’en devienne une.

De L - 0 lu comme 2 of _ 0, on déduit, par intégration vis-a-vis de v, que of
ovou ov du ~ » P g v v » 4 ou

est une constante vis-a vis de v, c’est-ad-dire une fonction arbitraire de u; une seconde
intégration vis-a-vis de u cette fois montre que f est une primitive de cette fonction (en
pratique une autre fonction arbitraire de u) & une constante vis-a-vis de u prés c’est-a-dire
& une fonction arbitraire de v preés.

En reportant les expressions de u et v en fonction de x et ¢, on peut donc affirmer que
toute solution de ’équation de propagation peut étre écrite sous la forme :

f(x,t)zF(t—%)—FG(t—i-%)

ou I’ et G sont des fonctions arbitraires. Attention & bien comprendre que F' et G sont
des fonctions d’une seule variable & laquelle on substitue respectivement ¢ — £ et ¢ + Z.

Remarque 1 : La linéarité permet de présenter ce résultat comme superposition d’une
solution de type F (t — %) et d’une solution de type G (t + %)

Remarque 2 : Si l'on avait travaillé avec U =z — ct et V = x 4 ct, on aurait changé
de point de vue et présenté la solution comme superposition d’une solution en F(x — ct)
et d’'une en G(z + ct). C’est juste une question de présentation.

3.c Interprétation des solutions.

Pour une solution du type y = F(z—ct), en remarquant que x—cty = [x—c(to—t1)]—ct1
d’ou F(x,t2) = F(x — c(ta — t1),t1), on voit qu’a l'instant ta, on retrouve en tout point le
phénomeéne qui existait en t; & une distance c(t2 — 1) en arriére, donc que la « carte » du
phénomene s’est déplacée en bloc de ¢(ty — t1) entre t9 et t; donc a une vitesse c. Ceci est
illustré par la figure 5 p. 21.

Ce type de solutions est donc logiquement appelée onde progressive. Il importe de bien
comprendre que la vitesse de propagation de 'onde n’a strictement rien a voir avec la
vitesse de la matiére, de méme la direction de propagation (celle des z) n’est pas, a priori,
celle du mouvement de la matiére (penser & une corde de guitare, voire une ola dans un
stade). On appelle souvent célérité cette vitesse d’une onde (on devrait systématiquement
faire la distinction entre célérité d’une onde et vitesse de la matiére).

Remarque : bien stir, F'(t + x/c) représente une onde se déplacant a la vitesse ¢ dans
le sens des = décroissants.
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FIGURE 5 — Onde propagative.

3.d Ondes progressives sinusoidales.

On dit aussi, & la place de sinusoidales, harmoniques ou, dans le cas de la lumiére,
monochromatiques.

Il s’agit du cas particulier ou F est sinusoidale. Rien de particulier sauf une terminologie
a maitriser. On note de fagon brute F(t—z/c) = F,, cos|w (t—x/c)+] avec Fy,, 'amplitude
(on ajoute souvent réelle, cf infra), w, la pulsation, w (t — x/c) + ¢, la phase et ¢ la phase
a lorigine (mieux, aux origines). Par la suite, on choisit I’origine du temps ou de l'espace
de sorte que ¢ soit nul.

On symétrise le role de x et de t en écrivant : Fy, cos(wt — kx) avec k = w/c appelé
vecteur d’onde (on est ici & une dimension et le vecteur s’identifie & un scalaire).

On privilégie les fréquences temporelle (fréquence tout court) et spatiale (nombre
d’onde) en écrivant : Fy, cos27(ft—ox)|on f =w/(27), c =k/(27) et 0 = f/c.

On privilégie les périodes temporelle (période tout court) et spatiale (longueur d’onde)
en écrivant : Fy, cos27(t/T —z/N)] ou T =1/f =2n/w, A\ =1/c =2n/k et A =T
(relation évoquée au paragraphe 2.b p. 6).

On note souvent® F' = Re(F) avec F = F,, exp(i (wt—kz)+¢)) ou plus efficacement
Fy exp(i(wt — kx)) avec Fy,, = Fp, exp(i ) appelée amplitude complexe ; on remarquera
que I'amplitude réelle et la phase a 'origine sont le module et I'argument de 'amplitude
complexe. Formellement, en amplitude complexe, % et % peuvent étre remplacés par 7w

et —i k (attention, uniquement pour une onde progressive sinusoidale).

3.e Transformation de Fourier.

Pour un physicien, c’est une fagon de considérer que toute fonction, quelle qu’elle soit,
est somme de sinusoides, en gros, que I’ensemble des fonctions sinusoidales est une base de
I’ensemble des fonctions, méme si cette fagon de dire les choses ferait hurler un mathéma-
ticien. Ceci qui justifie le grand cas que l'on fait des fonctions sinusoidales en physique. En

8. Pour une présentation correcte des notations complexes, voir le chapitre D-Isur les oscillateurs.
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notation complexe f(t) est somme de sinusoides de pulsations w et d’amplitudes complexes
\/% f(w); w variant contintiment, on note :

1) = o= [ Fw) empliot) o

et on montre que f(w) se calcule par :

~ 1 /OO
w)=— t) exp(—iwt)dt

fw)= o= |10 expl=iwo)

ot la valeur de la constante \/% a été choisie pour avoir des formules symétriques.

Le théoréme de PARSEVAL et son interprétation énergétique se généralise en :

/Oo f(B)]? dt = /Oo | f(w)]? dw

—00 —0o0

| f (w)|? est appelée densité spectrale d’énergie. Le mathématicien appelle f (w) trans-
formée de FOURIER de f(t) et le physicien spectre de f(¢). Bien stir, on peut remplacer ¢
par t +x/c.

Remarque 1 : pour étre précis la composante sinusoidale de f de pulsation w est la
somme des exponentielles en f(w) exp(iwt) et en f(—w) exp(—iwt).

Remarque 2 : il n’est pas utile ici de développer les propriétés de le transformation de
FOURIER.

4 Lien entre ondes stationnaires et ondes progressives.

4.a Cas des ondes sinusoidales.
La formule de trigonométrie

1 1
cos(wt) cos(kz) = 3 cos(wt —kx) + 3 cos(wt+ kx)

prouve le lien entre onde stationnaire et onde progressive : la premiére est somme de
deux progressives de sens contraires et de méme amplitude.

Physiquement dans un milieu limité, une onde progressive se réfléchit aux deux extré-
mités, ce qui donne naissance aux deux sens de propagation.

4.b Exemple de généralisation.

Revenons comme convenu & la recherche d’une solution stationnaire avec condition
initiale et conditions aux limites (paragraphe 2.d p. 9) en reprenant le méme exemple : une
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fonction f(x,t), solution de I’équation de propagation, définie entre les abscisses x = 0 et
x = {; avec, pour conditions aux limites, V¢ f(0,t) = f({,t) = 0 et avec, pour conditions
initiales, f(z,0) = y(x) Vz € [0,£] (ou y est une fonction connue telle que, bien sir,
y(0) = y(¢) = 0) et X (2,0) = 0Vz € [0,4]. Il s'agit de déterminer f(z,t).

On cherche donc une solution en
y(x,t) = F(z — ct) + G(z + ct)

qui est automatiquement solution de ’équation de d’Alembert. Ne reste qu’a vérifier les
conditions aux limites et les conditions initiales.

On connait f(x,0) entre z = 0 et = £, on doit donc avoir F(x) + G(z) = f(z,0) soit
F(z) + G(z) = y(a).

Comme % =—cF'(x—ct)4+cG(x+ct) et que %{(m,O) =0entre x =0et z =/, on
doit donc avoir F'(z) — G'(z) = 0 ce qui entraine que, entre x = 0 et z = ¢, G(z) — F(x)
est une constante qu’on note provisoirement K ; on arrive donc & donc a

La détermination de K est un faux probléme car nous cherchons I'expression de f(x,t),
somme de F(x —ct) et de G(xz + ct), somme dans laquelle K disparait ; la valeur de K est
donc arbitraire et le plus simple est donc de la prendre nulle. A ce stade F(z) = G(x) = @
pour x compris entre 0 et /. Il est raisonnable d’imposer qu’en dehors de cet intervalle,
on ait toujours F(z) = G(x) et donc que f(z,t) = F(x — ct) + F(x + ct) ou F a été
déterminée mais uniquement entre 0 et £.

Passons aux conditions au limites. On veut f(0,¢) = 0, il en résulte donc que l'on a
F(—ct) + F(ct) = 0 pour tout ¢ (donc toute valeur de ct) donc que F' est impaire; on
connaissait F' entre 0 et ¢, on le connait donc par parité entre —¢ et /.

On veut f(¢,t) =0 donc F(¢ — ct) + F(¢ + ct) = 0, soit encore en utilisant la parité
F(—{+ct) = F({+ ct) pour tout ¢ (donc toute valeur de ct) donc F est 2 ¢-périodique,
ce qui la définit totalement puisqu’on connait déja F sur un intervalle de largeur égale a
la période.

Graphiquement, on dessine f(x) entre 0 et £, on compléte par symétrie et périodiciteé,
on décale d’'une part de ct, d’autre part de —ct et on effectue la demi-somme des courbes
obtenues pour aboutir au graphe de f(x,t) sur la figure 6 p. 24 (y(z,0) pour y(x) et f(x)
pour F'(z)) ou la condition initiale est une fonction triangle comme plus haut.

Le résultat est bien plus lisible que la somme de la série de FOURIER trouvée au para-
graphe 2.d p. 9.
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fx) -

yx,)=(f(x—-ct)+ f(x+ct)/2

FIGURE 6 — Onde stationnaire somme de deux propagatives.

5 Couplage entre grandeurs conjuguées.

5.a Présentation axiomatique de la situation.

Prenons I'exemple d’une onde acoustique plane (voir chapitre B-XV). Si la composante
selon z de la vitesse (notée v) dépend de l'abscisse z, alors une tranche de gaz initialement
entre les abscisses x et x + dz a un volume qui varie, donc une pression p qui varie; on
peut donc lier % a g—g. De méme, si la pression dépend de x, la méme tranche sera soumise
4 un bilan non nul des forces de pression et sera donc accélérée ou décélérée ; on peut donc

iap OV 5 Op
lier ot & 5o

Généralisons ainsi : on suppose l'existence de deux fonctions f(z,t) et g(x,t) liées par
deux relations de couplage linéaires de la forme :

9 of _

ou a et b sont des caractéristiques du milieu.

Dans le méme exemple, la pression p est une force surfacique donc son produit par la
vitesse v est une puissance volumique.

Quitte & multiplier f ou g par une constante, on arrive quasiment toujours a présenter le
produit f(x,t) g(x,t) comme une puissance ou une puissance surfacique exercée a 'instant ¢
par ce qui est avant ’abscisse x sur ce qui est aprés. Nous noterons donc ici :

P(:C,t) = f(mvt) g(x,t)

24



5.b Passage a I’équation de propagation.

Dérivons les équations de couplage, la premiére par rapport a x, la seconde par rapport
. A ”, . , 2 2 . ’
a t, de facon & faire apparaitre les dérivées secondes % et gmgt qui sont égales par le

théoréme de SCHWARTZ ; on arrive & :
g Pf _
{8x8t tagz=0

o*f %9 _
o T bap: =0

Si Pon soustrait la seconde relation a la premiére préalablement multipliée par b, on
aboutit & une équation ot seule figure la fonction f :

" 0% f B 0% f
ox2  Ot?
2 2
qui est de la forme d’une équation de propagation (c? % = %) avec ¢ = vab.
On pourra donc trouver pour f(z,t) des solutions stationnaires ou progressives.
On laisse au lecteur le soin de se convaincre® qu’un calcul symétrique conduit & :
g _ 0%
ab— =—
or?  ot?

5.c Notion d’impédance.

Le piége dans ce qui précéde (f et g vérifient chacune I’équation de propagation) est
que l'on perd de vue que ces deux fonctions sont reliées par des équations de couplage.

e Cas des ondes progressives.

Plagons-nous dans le cas ou f(x,t) est une onde progressive dans le sens direct, soit
f(z,t)=F (t - %) ; la premiére des relations de couplage, nous apprend que :

o moar () 2o 2) (1)

...:ZF’(t—:Z):\/%F'(t—i):\/gy(t_g

Une simple intégration par rapport au temps (la prétendue constante d’intégration est
alors une fonction de x notée h(z)) donne alors :

a

g(x,t) = EF (t— %) + h(x) = \/gf(a:,t) + h(x)

9. On ne triche pas : papier et crayon.
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Le h(z) pose évidemment probléme. Si I’on reporte cette expression de g(z,t) (et celle
de f(z,t)) dans autre équation de couplage, le méme type de calcul aboutit a h/(z) =0
donc c’est une constante. Sauf cas exceptionnel, de simples considérations physiques (I’onde
est une perturbation par rapport a ’équilibre) et une définition correcte de f et g (définis
comme écarts a I’équilibre) donnent une valeur nulle & cette constante, d’ou :

g(w,t) - \/gf(‘r?t)

Donc pour une onde progressive directe, les fonctions f et g sont proportionnelles et
I’on appelle impédance, traditionnellement notée Z le rapport de proportionnalité. Ici, I'on

a donc Z = \/%.

Remarque 1 : il importera de bien fixer la convention définissant I'impédance (rapport

%011 5)

Remarque 2 : pour une onde progressive dans le sens indirect, les mémes calculs abou-
tissent, & cause du changement de signe du coefficient de x, a :

gl 1) = —\/f Fent) = 7 f(at)

ce qui est piégeant, il faut donc mémoriser cette particularité.

Remarque 3 : plutét que donner les caractéristiques premiéres du milieu, a savoir a et

b, il est souvent plus commode de donner ses caractéristiques secondaires que sont ¢ = vVa b
— a ? 3 _ _cC
et Z = \/%. On remarquera du reste que 'on « remonte » aaet bpara=cZ et b= 7.

e Cas des ondes stationnaires.

Rien de tel pour une onde stationnaire ; en effet on a vu que celle-ci est somme d’une
onde progressive directe pour laquelle ¢ = Z f et d’'une onde progressive indirecte pour
laquelle g = —Z f et ce changement de signe empéche toute conclusion simple.

On a vu plus haut qu’en pratique une onde stationnaire est produit de deux sinusoides.
Supposons qu’avec un bon choix des origines du temps et de l'espace, on ait (cf supra)
f(z,t) = A sin(kz) sin(kct). Partons d’une quelconque des deux équations de couplage
et menons le calcul de la méme fagon que pour I'onde progressive, par exemple :

%9 _ 090 _ ok A cos(ka) sin(kct)

a__aax

D’on par intégration (on se débarrasse de la fonction de 2 qui apparait comme précé-
demment) :

g(z,t) = 4 cos(kx) cos(kct) = Z A cos(kx) cos(kct)
c
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ou ’on peut faire apparaitre 'impédance Z qui n’est plus une constante de proportion-
nalité entre g et f, puisque ces fonctions sont en quadrature & la fois comme fonctions de
x & t donné et comme fonction de t & x donné.

En particulier en terme de noeuds et de ventres (cf paragraphe 2.b p. 6), les noeuds de
f sont des ventres de g et vice-versa.

5.d Aspects énergétiques.
e Bilan sur un élément de longueur.

Dans le modéle choisi, le produit P(z,t) = f(z,t) g(x,t) est la puissance instantanée
transférée de gauche a droite 10 & Pabscisse z. Il en résulte qu'un élément du systéme entre
x et x4+ dx regoit en x la puissance P(z,t) et fournit en x + dx la puissance P(z + dz, t).
Le bilan est qu’il recoit algébriquement :

dP
0P = —P(z +dz,t) + P(z,t) = ——
dz
aprés un développement de TAYLOR au premier ordre. Il apparait donc une puissance
linéique regue dont on développe ainsi ’expression :
577_7d73_7d(fg) dg of

Py

T dr dz dz ox g%

On poursuit a l'aide des équations de couplage :

_1,0f 1 99 0 2 ¢
Pi=y 8t+a98t_8t<2b+2a

. . , 2 2 . A . , , ’ . . soee
qui montre que la quantité % + 297 doit étre interprétée comme une énergie linéique.
Le détail est a traiter au cas par cas selon le type d’onde considéré; il n’est pas rare que
I'un des termes soit une énergie cinétique et 'autre une énergie potentielle (par unité de

longueur ou de volume) mais ce n’est pas toujours le cas (voir ondes électromagnétiques).

¢ Exemple d’une onde progressive sinusoidale.

Supposons que l'on ait (cf supra) :

{f(a:,t) = A cos [w (t — %)]
g(z,t) = Z A cos [w (t — %)]

10. Pour rendre ’exposé lisible, le sens des = croissants est réputé aller de gauche a droite.
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Alors P(z,t) = Z A? cos® [w (t — %)] ; en général, la moyenne temporelle est plus per-
tinente que la valeur instantanée :

<P>:%ZA2

oll 'on remarque que cette moyenne temporelle qui pourrait donc a priori dépendre de
x est en fait uniforme.

De la méme fagon les deux termes de densité linéique d’énergie sont, en utilisant la
relation Z = /¢

<ﬁ> A2
2b 4b
<£> Z2A% A

4a ~ 4b

ou l'on remarque que les deux termes énergétiques sont égaux. L’énergie totale est donc,
2
en moyenne temporelle, %,

stationnaire par essence, ce qui explique pourquoi la puissance
transportée est uniforme en moyenne(toujours grace au bilan sur une tranche).

¢ Exemple d’une onde stationnaire sinusoidale.

Supposons que l'on ait (cf supra)

{f(x,t) = A sin(kz) sin(kct)
g(z,t) = Z A cos(kx) cos(kct)

Alors P(z,t) = Z A? cos(k z) sin(k x) cos(k ct) sin(k ct) de moyenne temporelle nulle ;
une onde stationnaire ne transporte pas d’énergie en moyenne, ce qui n’est guére surpre-
nant !

On a g—i = ’;—z sin?(k x) sin?(k ct) d’oil en moyenne temporelle :

2 A2
<§b> =15 sin?(k )

et I'on trouverait aussi aisément (en reportant la valeur de Z)

2 2
9N _A
<2()>_ 15 €% (kz)

Cette fois les deux termes pris individuellement ne sont plus uniformes; toutefois leur
2
somme % lest. Remarquons qu’aux ventres de f, confondus (cf supra) avec les nceuds de

g le premier est maximal et le second nul et c’est 'inverse aux nceuds de f, confondus avec
les ventres de g, ce qui est fort satisfaisant.
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6 Reéflexion et transmission.

6.a Une problématique récurrente.

Supposons qu’une abscisse particuliére, prise comme origine (x = 0) pour simplifier
la suite des calculs, marque la séparation entre deux milieux permettant le passage d’'un
méme type d’ondes couplées (cf supra) de caractéristiques a; et by d’ont aussi (cf supra)
une célérité c; et une impédance Z; co6té x < 0 et de caractéristiques as et by, d’ol co et
Zy coté x > 0. Supposons aussi qu’arrive en z = 0 en provenance du coté x < 0 (milieu 1)
une onde progressive dans le sens des x croissantes, appelée onde incidente (indice « 1 »)
suposée connue et définie par (cf supra) :

fi(z,t) = A; cos [u) (t - %)]
gi(x,t) = Z1 A; cos [w (t - i)}

ou l'on a choisi 'origine des temps pour que la phase aux origines soit nulle.

On peut raisonnablement penser qu’au dela de x = 0, une onde progressive dans le
méme sens se propage au dela (x > 0 soit le milieu 2) que l'on appellera onde transmise
(indice « t ») et qui sera définie par :

fi(z,t) = Ay cos [ (t — 7) + cp}
gi(z,t) = Zy Ay cos [w ( - 5) + 80}

dont il ne reste qu’a trouver 'amplitude A; et la phase aux origines ¢. Pour trouver ces
deux inconnues, il nous faut nous appuyer sur deux lois physiques; en général, il s’agit des
continuités en z = ( valables & tout instant ¢ de deux grandeurs physiques et dans le plus
simple des cas, il s’agit justement des fonctions f et g (pour d’autres cas voir la remarque
a la fi du paragraphe suivant). On doit donc avoir, pour tout ¢ :

limx—ﬂ)* Z1 A; cos [ < Ci):| = hmz_>0+ Zoy Ay cos |: ( — % —+ 90:|
soit encore :

A; cos (wt) = Ay cos (wt + )
Zy A; cos (wt) = Zy Ag cos (wit + )

ce qui suppose ¢ = 0 et simultanément A; = A; et Zo Ay = Z1 A; ce qui est impossible,
sauf dans le cas invraisemblable ou Z; = Zs.

Comment se sortir de ce mauvais pas ? Vous le saurez aprés une bréve page de publicité.
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6.b Coefficients de réflexion et de transmission.

En fait, ’onde incidente perturbe de fagon sinusoidale 'interface en z = 0 entre les deux
milieux et cet interface perturbée perturbe de part et d’autre son voisinage qui perturbe le
voisinage du voisinage, ce qui génére 'onde transmise introduite ci-dessus mais aussi une
onde réfléchie (indice « r ») dans le sens rétrograde et dans le milieu 1; on I'appelle onde
réfléchie et sa structure est :

fr(x,t) = A, cos [w (t + ﬁ) _H/,}
gr(z,t) = —Z1 A, cos [u} (t+ %) _H/,}

en n’oubliant pas le changement de signe devant I'impédance (cf supra) pour l'onde
rétrograde, fonction de ¢ + .

On va reprendre le calcul précédent qui identifie les limites a droite (onde transmise)
et & gauche (onde incidente et réfléchie) pour les fonctions continues f et g. Comprenons,
puisque les équations de propagation sont linéaires, que le phénoméne observé a gauche
est la superposition, c’est-a-dire la somme, de l'onde incidente et de ’onde réfléchie et
qu’expérimentalement, une mesure ne donnera que cette somme sans que rien permette
d’en isoler 'un ou 'autre des termes ; la présentation en onde incidente et réfléchie est donc
purement conceptuelle et c¢’est son efficacité prédictive qui la rend pertinente.

Pour gérer simplement les déphasages éventuels, nous passerons aux amplitudes com-
plexes; on a donc :

lim,,_,- {Af expiw(t - ’”) + Ar expiw(t + %)] = lim,_,o+ A} expiw(t — i)

c1 C2
hn%_m,[zlA;expiw(t—,g)-ZlA;expiw(t+-§>}::MH%H0+ZQA;exp¢w(t—;g)
ou Af = A;, A7 = A exp(ip) et AF = A, exp(it)). Poursuivons, on arrive a :

AY expiwt+ Ay expiwt = Af expiwt
Z1 A expiwt — Z1 Ay expiwt = Zo A} expiwt

soit aprés simplification par I'exponentielle :

Af 4 Ar = A
7y AY — 7y A* = 7, A

d’ot I'on tire aisément les inconnues Ay et A} en fonction de la données A7, soit :

{A* — AR A*

Zé—‘%ZQ
* 1 *
At T 2z i

30



La proportionnalité entre les inconnues et la donnée, due & la linéarité, permet d’in-
troduire un coefficient de réflexion, noté r¢ et un coefficient de transmission, noté ty (avec
un indice « f» car ils sont définis & partir de amplitudes des différentes fonctions f. On a
donc A} =ry AY et Af =1ty A avec :

L _ L . _ 24
'™ 7+ 7 '™ 70+ 2

Ces coeflicients s’avérent réels : les déphasages ¢ et ¢ sont donc nuls.

Si l'on était parti des amplitudes complexes des fonctions g, a savoir B = Z; A7,
B — 71 A*

Bl = —Z1 A} et Bf = Zy A}, on aurait obtenus des coefficients ry = 75 = 5 et
ty = % = giffi, soit :
Zy — 74 27,
rg = 5—F lg= 5—F7
Zy+ 2y Zy+ 21

dont 'allure est trés proche des précédents coefficients ; ¢’est piégeant et empéche toute
mémorisation stre.

rqu : ien réflexion ont toujours une valeur ue inférieure &
Remarque 1 : les coefficients de réflexion ont toujours une valeur absolue inférieure a
I'unité ; par contre sur les deux coefficients de transmission, I'un est systématiquement plus
grand que 'unité; on y reviendra dans I’étude des coefficients énergétiques.

Remarque 2 : L’onde incidente suppose un générateur coté négatif, disons en z = —L.
En fait, il impose en x = —L la valeur d’une des fonctions f ou g, disons f pour fixer
les idées d’ott f(—L,t) = fgsn expiwt; comprenons par la qu’il impose la valeur de la

superposition de I’onde incidente et de 'onde réfléchie, soit

f(=L,t) = foen exp(iwt) = [Af expiw(t—i— L) + A; expiw(t - L)]
c1

&1

soit encore, en introduisant 7y et en simplifiant par expiwt :

L L
faon. = A7 [GXP <iw 01) + 71y exp (iw C1>]

ce qui détermine la valeur de A7. La présentation classique ol I'onde incidente est
supposée connue masque, par sa pertinence opérationnelle, cette réalité expérimentale.
C’est pardonnable... a condition de faire cette remarque.

Remarque 3 : il est supposé que, dans le milieu 2 (z > 0), ne se propage pas d’onde
rétrograde, c’est a dire non seulement qu’il n’y a pas de second générateur, mais aussi, puis-
qu’en pratique le milieu est fini, qu’il y a soit un dispositif anti-reflet (voir paragraphe 6.d
p. 33) en bout de systéme, soit que le milieu soit assez long pour que le frottement négligé
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finisse sur un aller-retour par rendre négligeable ’écho de I'onde transmise sur I'extrémité
du systéme (cf paragraphe 3.a p. 18).

Remarque 4 : il est fréquent lorsque 'on aborde cette problématique de réflexion-
transmission pour la premiére fois qu’obnubilé par la logique de causalité, ’on considére
qu’il y a continuité entre la cause (’onde incidente) et les conséquences (la somme de 'onde
réfléchie et de 'onde transmise. Pourquoi pas a priori, mais dans tous les cas connus, on
peut monter par utilisation de lois physiques qu’il y a continuité au sens mathématique
classique entre limite a gauche (ondes incidente et réfléchie superposées) et a droite (onde
transmise).

Remarque 5 : Au lieu des continuités de f et g, 'on doit parfois gérer des continuités
entre fonctions f = A f et g = pg ot A et p ont des valeurs différentes des deux codtés. Pour
I’onde incidente, prise comme exemple, on a :

. w121 ;
Gi=p9i =121 fi = 3 fi
1
ce qui montre quil suffit de remplacer dans les formules ci-dessus Z; par Z; = %
et, bien siir, Zy par Zy = “2)\—52 Les complications ne viendront que pour les coefficients

énergétiques (paragraphe suivant).

6.c Coefficients énergétiques de réflexion et de transmission.

Dans le contexte de ce chapitre, Z; et Zs sont réels donc sont aussi réels les dif-
férents coefficients de transmission et réfléxion introduits plus haut. L’onde incidente,
si elle était seule, serait caractérisée en r = 0, interface entre les deux milieux, par
les fonctions f;(0,t) = A;cos(wt) et ¢;(0,t) = Z; Aj cos(wt) (on repasse aux nota-
tions réelles car on se prépare & un produit) et véhicule donc une puissance instantanée
Pi(0,t) = fi gi = Z1 A? cos*(wt) de moyenne temporelle (P;(0,t)) = 3 Z A3

De la méme facon, on a pour I'onde transmise, en introduisant t; et ¢, (cf supra),
fi(0,t) = tyA;jcos(wt), gi(0,t) = tgZ1 Ar cos(wt), P(0,t) = tpty Z1 A} cos®(wt) et
(P(0,1)) = L tpty Zy A3

Et enfin, , on a pour 'onde transmise, en introduisant r¢ et rq, fr(0,t) = ry A; cos(wt),
9-(0,t) = 14 Z1 Ay cos(wt), Pr(0,t) = ryryZy A2 cos?(wt) et (Pr(0,t)) = SrpryZy AL
les expressions de 7y et ry, montrent que ce dernier résultat est négatif, tout simplement
parce que l'onde est rétrograde.

Il est intéressant de définir des coefficients de réflexion et transmission en énergie,

traditionnellement notés R et T' (en majuscules) par T' = % et, pour avoir un résultat

positif, R = —{Pr(0.t))

RCAE soit :

(1~ 22 ., A7

R=— L S S VA
A (Z1 + Z5)?
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On remarque qu'’il y a conservation de ’énergie car R+ T = 1 (c’est pourquoi, il n’était
pas paradoxal que t¢ ou t4 ne soit pas inférieur a I'unité (cf supra); ce qui compte c’est
que T le soit).

Dans le cas (cf supra) ot ce ne sont pas les fonctions f et g qui sont continues, il n’est
pas possible de faire une étude énergétique indépendante du contexte particulier. On gérera
cela au coup par coup.

Remarque : dans le chapitre D-IV ou l'on introduira des phénoménes dissipatifs, les
impédances et les coefficients de transmission et réflexion seront complexes et il nous faudra
revenir sur ’aspect énergétique en tenant compte des déphasages.

6.d Réflexion sur une impédance.

Une autre problématique classique est celle ci : au dela de x = 0, il n’y a plus de milieu
pouvant transporter ’onde, donc plus d’onde transmise mais un dispositif imposant une
relation linéaire entre ¢(0,¢) et f(0,¢) écrite sous la forme :

g(O,t) =2y f(o’t)

ou, par analogie, Z, est appelée impédance d’utilisation ou impédance terminale ; par
exemple si f et g sont respectivement une intensité et un tension électrique Z, sera une
résistance. On supposera dans ce chapitre Z,, réel.

Les fonction f et g sont la superposition de 'onde incidente et de 'onde réfléchie. On
arrive donc, en x = 0 et aprés simplification par exp(iwt), en adaptant les calculs du cas
précédent :

Zl Az - Zl A'r = Zu (Az +Ar)

d’ot l'on tire aisément :

Ar Zl—Zu
r=-—=
A 1+ 2,

Il y a trois cas particuliers intéressants :

— Z, = 0 qui impose ¢(0,t) = 0 d’ou Z1 A; — Z1 A, = 0 et 7 = 1 compatible avec la
formule obtenue. On aura une onde stationnaire avec en x = 0 un nceud de g donc
(cf paragraphe 3.a p. 18) un ventre de f

— Z, = 00 qui impose f(0,t) = @ =0,dou 4; + A, =0 et r = —1 compatible avec
la formule obtenue. On aura une onde stationnaire avec en 2 = 0 un noeud de f donc
un ventre de g

— Zy, = Zp qui entraine r = 0 et réalise donc un dispositif anti-reflet essentiel pour
I’étude expérimentale dans un milieu fini d’une situation en x = b de réflexion et
transmission entre deux milieux : il suffira de placer en début de « montage », en
x = a < b un générateur (cf supra) et en fin de montage en x = ¢ > b un dispositif
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anti-reflet ; du reste c’est aussi ainsi que 'on pourra, dans un milieu fini, observer
une onde propagative directe non superposée a une indirecte.

7 Ondes bi- ou tri-dimensionnelles.

On se contente ici d’évoquer les aspects dont on a le plus fréquemment besoin.

7.a Ondes stationnaires dans un milieu dimensionnel.

L’équation dimensionnelle de propagation est %275 = 2 Af soit :

Ff 5 (0P f
FEE (a*aﬁ

que nous nous proposons de résoudre dans un domaine fini a la frontiére duquel f
s’annule en tout point et & tout instant. Il peut s’agir d’'une membrane tendue sur un
support fermé qui est la frontiére du domaine de validité.

e Ondes stationnaires dans carré.

Le domaine de validité est un carré défini avec un bon choix des axes par 0 < z < a et
0 < y < a. La condition aux limites est que f(z,y,t) est nulle quels que soient y et ¢ pour
x égal & 0 ou a et quels que soient z et ¢ pour y égal a 0 ou a.

On ne change pas une équipe qui gagne et I’on adapte la méthode du cas unidirectionnel
en recherchant une solution factorisée en f(z,y,t) = F(x)G(y) H(t). On reporte dans
I’équation de propagation puis on divise par F'G H, soit successivement :

F(z) G(y) H"(t) = ¢ [F"(z) G(y) H(t) + F(x) G"(y) H(t)]

H”(t) _C2 F”(l‘) G”(y)
Ht) [m) " G(yﬂ

On en déduit (comme dans le cas unidirectionnel) que };/((;)) est une constante; or

pour respecter les conditions aux limites, I’ doit s’annuler en x = 0 et x = a. Comme
plus haut, en la considérant comme restriction d’une fonction impaire 2 a-périodique, elle
est somme de fonctions élémentaires en sin (p W%) oll p est un entier non nul. La logique
linéaire permet de considérer chacune de ces fonctions une a la fois.

De la méme fagon, G(y) est somme de fonctions, considérées une a la fois, en sin (q 71'%)
ol g est un entier non nul. Il n’y a aucune raison que p et ¢ soient identiques.

Pour p et ¢ donnés (on parle du mode p-q), on a donc :

H”(t) - 7T2 62

H(t) - CL2 (p2+q2>
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qui conduit & des fonctions f, 4(x,y,t) définies & une amplitude A arbitraire prés et & une
phase prés (qu’on annule avec un bon choix de l'origine des temps) :

fpq(x,y,t) = A sin (pﬂg) sin (q Wg> sin(wp,q t)
a a

ou l'on a :
T
Wp,q P+ ¢?
& comparer dans le contexte unidirectionnel &
e
Wy =p—
P a

La différence fondamentale réside dans le rapport entre une pulsation quelconque et la
plus basse des pulsations (mode 1 en unidirectionnel et mode 1-1 en bidirectionnel) qui

: e o 2442 e
est entier (p) en unidirectionnel et souvent irrationnel (1/Z—+4%) en bidirectionnel. Dans
les applications musicales, une telle membrane émet un son percu par une oreille habituée
aux harmoniques entiers comme quelque chose d’inharmonieux, un bruit plutét qu’un son.

Remarques : avec un rectangle défini par 0 < z < a et 0 < y < b, on aurait de méme
wpqg =1/ >+ 4 iz mc et avec un cube de coté a (on parle alors plutot de cavité résonante),
Wpgr = VDP*+¢> +1? 7.5 ; dois-je vraiment parler du parallélépipede ?

e Ondes stationnaires dans un disque.

On reprend le méme probléme mais avec un domaine de validité en forme de disque de
rayon a, la fonction étant nulle en périphérie. On cherche alors une solution factorisée en
coordonnées polaires, soit f(r,0,t) = F(r) G(0) H(t) ; en utilisant un formulaire '* donnant
le laplacien en polaires, on en déduit successivement :

Pf , (°F 10f 10
_— = A pr— — —_—— —_— —
gz~ Al =e <87"2 et ae?)

F(r) G(8) H'(t) = ¢ (F”(r) G(6) (1) + - F'(r) G(O) H(1) +  F(r) G"(6) H(t)>

soit en divisant par FF G H :
H"(t) [F”(r) 1F(r) 1 G”(G)]

Ht) ~ |[F(r) r F(r) 2 GO
H'() . G"(0) .
Toujours pour les mémes raisons, les deux fonctions ) et o) sont constantes mais

pas F;/((r)) + % };((:) A cause du > qui traine ailleurs. On justifie cela comme plus haut avec

une adaptation sans dlfﬁculte

11. Par exemple dans le chapitre A-IX sur 'analyse vectorielle.

35



Pour G, la contrainte que G(0) = G(6+ 2 ), car ces deux valeurs définissent a r donné
le méme point, impose & G d’étre 2 w-périodique donc somme de fonctions sinusoidales
(séries de FOURIER) en cos(p#) (p entier positif ou nul) et sin(p#) (p strictement positif)

pour lesquelles %,((99)) = —p?.

Pour H(t) en excluant les solutions exponentielles divergentes (énergétiquement im-

possibles) ou convergeant vers 0 (impossible dans un contexte non dissipatif), il reste les

solutions sinusoidales en cos(wt) a une phase prés pour lesquelles Igét)) = —w?.

On doit donc résoudre, en reportant ces valeurs :

F'(r)y 1F'(r) p? w?

F(r) ;F(T)_ﬁ__CQ

soit encore
2 2

F/(r) + - F'(r) = By () = =% FO)

Le changement de variable X (r) = £ (d'ott 2 = %) permet de définir une fonction

F telle que F[X(r)] = F(r), d’ou par dérivation F'(r) = F'[X (r)] X'(r) = £ F'[X (r)] puis
de méme F" = ‘;’—22 F"; on arrive ainsi aisément a montrer que F' est solution de équation
avec comme seul paramétre ’entier p :

F'(X) + L F'(X)

< F(X) = —F(X)

X2

qui & p donné admet une seule solution (& une constante multiplicative prés) qui ne
diverge pas en X = 0 (donc en 7 = 0) ce qui est exclu par le dispositif expérimental. Cette
solution est une fonction de BESSEL d’ordre p, notée J,(X).

Pour les curieux, nous donnons ici les grandes lignes de ’approche mathématique.

On cherche une solution sous forme d’une série entiére F(X) = > "~ a, X™; en

reportant dans I’équation on arrive & :

n=oo

n=oo
Z(n2 _p2)aan—2 - _ Z CLan
n=0

n=0

La présence des termes en X 2 et X! au premier membre entraine que ag = 0 et
que a; = 0. En égalant les coefficients termes & termes des deux membres, on arrive a la

relation qui lie par récurrence les termes de méme parité : (n2 — p2) Ay, = —an—9. La nullité
de ag et a; semble donc entrainer celle de tous les autres coefficients; en y regardant de
plus prés, pour n = p, la relation devient 0 - a, = —a,—2 qui permet a a, d’étre non nul

bien que ap,—2 le soit ; on en déduit, au dela de p, les valeurs des coefficients de méme parité
que p. On arrive ensuite aisément & :

=00

. a (—1)4 p! XP+24
q'(p+q)!

<
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La tradition définit la fonction d’ordre p de Bessel, notée J, par a, =
donc écrire toute solution factorisée de notre probléme par :

1.
2o p1 5 ON peut

wr

f(r,0,t) =CteJ, (—) cos[p (6 — 0y)] cos(wt + @)

C

Reste a gérer la condition aux limites, & savoir que f s’annule pour r = a quels que
soient 6 et t; pour cela il faut et il suffit que J, (“’—Ca) = 0, c’est-a-dire que “* soit I'un des
zéros de la fonction Jp. La figure 7 p. 37 donne les graphe des trois premiéres fonctions de
BESSEL et suggére que chacune a une infinité dénombrable de zéros.

Bessel functions

FI1GURE 7 — Fonctions de Bessel.

Si l'on appelle X, le r-ieme zéro de J,, le seules pulsations possibles sont donc

CXE%. A pulsation minimale égale (ici wp ), le spectre des pulsations possibles

est totalement différent de celui d’'une membrane carrée. S’il y a génération de phénomeéne

Wp,r =

sonores, avec un peu d’entrainement, on distinguer 12 & 'oreille une membrane carré d’une
membrane circulaire.

1l serait intéressant de donner la forme d’une membrane circulaire dans un mode diffé-
rent du fondamental mais ¢’est mieux si I'image est animée ; comme je ne suis pas Harry
Potter, je ne puis pas le faire et invite le lecteur a se tourner sur Internet ou il trouvera
son bonheur.

12. Le mathématicien M. Kac (prononcer Kats) a posé en 1966 le probléme de savoir si deux membranes
de formes différentes pouvaient avoir le méme spectre. La réponse est oui ; le contre-exemple trouvé en 1996
est exotique (voir la revue du CNRS « Images de la Physique », numéro de 1998, p. 86 a 93, consultable
gratuitement en ligne).
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7.b Structure des ondes planes progressives dans un milieu tridimen-
sionnel.

e Ondes planes.

Si une fonction f(M,t) = f(x,y,z,t) vérifie 'équation de propagation tridimension-
nelle % =2Af=¢ (glf; + 82f + gzév ), on peut trouver en notation complexe et par
extension du cas unidirectionnel des solutions de la forme A expi (wt — ko —kyy — k. 2)

— —
avec kg—#k;—#k? = “5—22 qu'il est plus judicieux ' d’écrire sous la forme A expi (wt— k -OM)
e —5 w2 — )
ou k a pour composantes kz, ky et k, et tel que k° = 7. Le vecteur k est appelé vecteur
d’onde et une telle solution onde plane progressive sinusoidale, plane car, dans un plan
perpendiculaire au vecteur d’onde, f est uniforme.

e Exemple de couplages.

La situation se complique avec beaucoup de variantes car f et, dans le cas d’onde par
couplage (cf supra), sa complice g peuvent étre vectorielles (une seule ou les deux). Quelle
est alors le pendant & trois dimensions, d’une équation de couplage qui, & une, était de la
forme 2 5+ a =07

En surmontant les vecteurs d’une fléche, on peut trouver

gg—l-adlvfzo
8—)
87‘?4'@@]0:_)
_
%—i+ rot f =0

Il faudra dans chaque situation montrer que les deux fonctions vérifient bien I’équation
de propagation, trouver la célérité et revisiter la notion d’impédance; dans ce cours, on
verra cela, au cas par cas, dans les chapitres concernés.

e Ondes transversales et longitudinales.

Une autre source de variété est le lien entre la direction de propagation, donnée par le
vecteur k et celle des fonctions couplées si elle sont vectorielles. Il y a deux cas simples.
Le premier est que la fonction vectorielle (disons 7) est paralléle au vecteur d’onde et il
n’y a rien de plus & en dire, il s’agit d’une onde longitudinale. Le second est que la fonction
vectorielle est perpendiculaire au vecteur d’onde (il s’agit d’une onde transversale) Ef 14,

il y a beaucoup de choses a dire car I'orthogonalité ne prouve absolument pas que f ait

13. car cela ne nécessite pas d’expliciter le repére choisi.
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—
une direction fixe. La direction, éventuellement variable de f dans le plan orthogonal a
—
k s’appelle la polarisation de 'onde.

ﬁ
Il y a bien sir des cas ott f a une composante longitudinale et une composante trans-

=
versale. A priori, il y a bien str aussi des cas d’ondes couplées ot f est transversal et ¢
longitudinal (pas d’exemple simple toutefois).

e Polarisation des ondes transversales.

.
Revenons aux notations réelles et choisissons un repére de sorte que k soit paralléle a
Oz et de méme sens, la fonction vectorielle transversale f est alors de la forme :

0
Ey cos(wt — kx+ ¢2)
Es cos(wt — kx+ ¢3)

Plagons nous en une abscisse x donnée; en changeant l'origine des temps, on arrive
aisément a quelque chose du type :

0
Es cos(wt)
E3 cos(wt + ¢)

ay
\__

wt =72

Wt =TT 8

FIGURE 8 — Polarisation elliptique.

Si nous tragons sur un schéma (figure 8 p. 39 avec ¢ = 7/3) 'ensemble des extrémités
du champ électrique (& partir d’une origine commune), on obtient une ellipse. Inutile de
faire de longs calculs puisqu’on retrouve le résultat classique d’un oscilloscope avec deux
signaux déphasés sur les deux voies et placé en mode X-Y. On dit que 'onde est polarisée
elliptiquement, ce qui du reste n’est pas un renseignement, puisqu’il s’agit du cas le plus
général. Si, au cours du temps, 'ellipse est parcourue dans le sens positif, c’est-a-dire de
Oy vers Oz, on dit qu’on a affaire & une onde elliptique directe (naguére, on disait gauche)
sinon il s’agit d’une polarisation elliptique indirecte (ou droite). Pour savoir dans quel sens
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on tourne on peut comparer ce qui se passe a t =0 ou :

0
PR
[ =] E
Es cos(p)
etat=T/4=r/(2w) ou :
0 0
N
Es3 cos(m/2 + ¢) —FEs5 sin(yp)

On tourne donc dans le sens indirect si sin ¢ est positif (cf schéma).
Etudions maintenant quelques cas particuliers.
o Polarisations rectilignes.

Un premier cas particulier est celui ot ¢ = 0 ou 7 et donc ou l'ellipse se réduit a
un segment. Bien str dans ce cas, on choisit Oy ou Oz paralléle & ce segment. On dit
évidemment qu’on a affaire & une polarisation rectiligne. On a par exemple :

- 0
f =1 E2 cos(wt — kx)
0

Il est important de remarquer qu’une onde de polarisation elliptique peut étre considérée
comme (donc se décomposer en) une somme de deux ondes polarisées rectilignement dans
deux directions orthogonales; en effet :

0 0 0
Es cos(wt — kx) =| By cos(wt—kz) +1]0
Es cos(wt —kxz+ @) 0 E3 cos(wt —kx + )

o Polarisations circulaires.

Un autre cas particulier est celui ot ¢ = £7/2 et az = a3 (on note a sans indice) et
ot donc l'ellipse se réduit & un cercle. On dit qu’on a affaire selon le sens de rotation (cf
supra) a une polarisation circulaire directe (on dit encore gauche) ou bien indirecte (on dit
encore droite). On a alors :

- 0
f =| Ep cos(wt — kx)
+Fp sin(wt — kx)

La aussi, il est important de remarquer qu’une onde polarisée rectilignement est somme
de deux ondes polarisées circulairement et tournant en sens inverse ; en effet :

0 0 0
Ep cos(wt —kx) =|1/2FEpcos(wt —kx) +| 1/2FEy cos(wt — kx)
0 1/2 Ep sin(wt — kx) —1/2 Ep sin(wt — kx)

40



On en déduit aisément que toute onde polarisée elliptiquement se décompose en deux
circulaires.

o Modification de la polarisation d’une onde.

Il existe des dispositifs permettant de modifier la polarisation d’une onde; ceux-ci
dépendant de la nature de 'onde et sont donc des cas d’espéces; le cas plus intéressant est
celui des ondes lumineuses et sera étudié en optique au chapitre D-X.

7.c Réflexion et transmission d’ondes planes progressives tridimension-
nelles.

e Loi de Snell-Descartes.

Considérons une surface plane d’équation x = 0 séparant deux milieux homogénes
différents. Dans la pratique, la surface pourra étre courbe pourvu que ses rayons de courbure
soient grands devant la longueur d’onde des phénoménes ondulatoires étudiés.

Considérons une onde plane progressive sinusoidale en exp j(w; t — EO—]\j ) de vecteur
d’onde E = ki1 ey + kio e_y> + ki3 e, se propageant dans le milieu situé coté < 0 qu’on
appelera milieu 1 et se dirigeant vers la surface de séparation (cf figure 9 p. 41). Cette
onde sera appelée onde incidente. En pratique, ’onde peut ne pas étre plane pourvu que
le rayon de courbure des surfaces d’onde soit grand devant la longueur d’onde.

milieu 2

surfaces d'onde

milieu 1

surfaces d'onde

dioptre

F1GURE 9 — Réflexion et transmission oblique.

— ——
Elle donne naissance & une onde réfléchie en exp j(w,t — k,.OM) de vecteur d’onde

_
k, = kyién + ko @) + ky3 e, qui repart dans 'autre sens dans le milieu 1 et une onde

. —_ —— , - — — — .
transmise en exp j(w;t — k;.OM) de vecteur d’onde k; = ki1 ez + ko ey + kg el qui se
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propage dans le milieu 2, c6té = > 0.

Les lois de la physique entrainent la continuité de certaines fonctions scalaires ou de
certaines composantes de fonctions vectorielles, continuité qui est vérifiée a la traversée
de la surface de séparation en chacun de ses points et & chaque instant. Il importe peu
ici de savoir la nature de ces fonctions, 'important c’est qu’il y en ait. On notera A
I'une de ces grandeurs, A;(M,t), A,.(M,t), Ay(M,t) les fonctions sinusoidales associées

. . = — — —
aux trois ondes et respectivement A;jexpj(w;t — ki.OM), A,gexpj(wrt — k..OM) et

-_— ——> . .
Ayoexp g(wet — ke .OM) les fonctions complexes associées.

Les fonctions qui se raccordent sont, coté x < 0, la superposition de ’onde incidente et
de 'onde réfléchie, c’est-a-dire leur somme puisqu’on est dans un contexte de linéarité et,
coté x > 0, 'onde transmise. On a donc, puisque la continuité est vérifiée & tout instant et
en tout point de la surface :

— —— — ——
Vy Vz Vt lim,_,o- Ajgexp g(wit — k; . OM) + A, gexp j(wr t — kp OM) = - - -
— =
-= lim A;pexpj(wit — ke .OM)
x—07F

soit en développant les produits scalaires et en faisant tendre x vers 0 :

Vy VzVt Ajgexp g(wit — kioy — kig 2) + A gexp j(wrt — kpoy —kpzz) = -+
o= Aexpy(wit — kipy — ki3 2)

comme c’est vrai pour tout y et pour tout z, c’est vrai, a tout instant pour y = 0 et
z =10, donc :
Vt Ay exp j(wit) + Ayg exp j(wr t) = Ay exp j(wi t)

Or la somme de deux fonctions sinusoidales n’est sinusoidale que si les pulsations sont
égales (sinon, on aurait des battements, tout physicien le sait bien) et alors la somme est
une sinusoide de méme pulsation. On est donc amené & la conclusion que les trois pulsations
sont égales, ce qui est physiquement naturel ; donc w; = w, = wy.

On remarquera enfin que lim,_o- (4; + A4;) = lim,_, g+ A; conduit simplement & A, +
A, = A, ce qui permettra plus loin d’abréger les calculs.

Il y a bien plus important que 1'égalité des pulsations. On démontrerait de la méme
fagon les égalités suivantes :
kia = kro = k2

kiz = ky3 = k3

(mais rien concernant k;1, k.1 ni k). On peut résumer la chose en disant que :

’Les projections des trois vecteurs d’onde sur la surface de séparation sont égales.

42



FIGURE 10 — Lois de Snell-Descartes.

On peut toujours choisir les axes de sorte que k;3 = 0 et k;2 > 0; on en déduit la
figure 10 p. 43 ou l'on utilise le fait qu’alors k.o = ki = 0 et k.3 = kg > 0, ce qu’on
traduit traditionnellement par ces formules concernant trois rayons (droites paralléles au
différents vecteurs d’onde) arrivant ou partant du méme point O ou le plan d’incidence
désigne le plan contenant la normale a la surface de séparation et le rayon incident. Une
premiére constatation :

’Le rayon réfléchi (ou transmis) est dans le plan d’incidence. ‘

’Le rayon réfléchi (ou transmis) et le rayon incident sont de part et d’autre de la normale. ‘

Allons encore plus loin. Appelons Vj et Vs les vitesses de propagation des ondes étu-
—

diées dans chacun des deux milieux. On se souvient que ||k;|| = ||k-|| = wi/Vi (ondes
—
se propageant dans le milieu 1) et ||kt|| = w;/V2 (dans le milieu 2). Définissons un in-

dice de réfraction par V. = Vi¢p/n, donc Vi = Vigp/ny et Vo = Vigp/no oit Vigr est une
vitesse de référence, a priori arbitraire (dans le cas des ondes électromagnétiques, on choi-
sit ¢, vitesse de la lumiére dans le vide qui est une constante universelle). On a donc
HZH = Hk-;H = nyw;/Vyer et HEH = naw;/Vy¢f. Appelons (voir figure précédente) 6;, 6,
et 6 les angles que font les rayons incident, réfléchi et transmis avec la normale, appelés
angles d’incidence, de réflexion et de réfraction; on a donc :

—> . .
kil'g = || kz“ sm@i =nNniw s1n9i/VTéf
_) . .
kro = || k|| sinf, = nqw sinb,/V,¢y
ﬁ . .
kio = || k ¢|| sinb; = now sinb;/Viey
Ces trois grandeurs sont égales, on en tire
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— d’une part sin 6, = sinf;, d’ou 6, = 6; (on notera 6, leur valeur commune)

’L’angle de réflexion est égal a l’angle d’z’ncz’dence‘

— d’autre part ng sin6; = njsinf; (on notera 6, au lieu de 6;)

’L’angle de réfraction et I’angle d’incidence vérifient la loi de Snell-Descartes‘

Insistons sur le fait que cette démonstration n’a pas nécessité de préciser ni la nature
des ondes, ni la nature des grandeurs continues; ses conclusions sont donc valables pour
tous les types d’onde (lumiére, son, houle, etc.)

e Exemple de calcul des coefficients de réflexion et transmission.

La facon dont on méne les calculs est tributaire de la structure de 'onde; les fonc-
tions f et g peuvent étre scalaires ou vectorielles et dans ce dernier cas, longitudinales ou
transversales. Quant aux continuités pour une fonction vectorielle, elle portent en général
soit sur la composante orthogonale (dite aussi composante normale) au plan de séparation
entre milieux, soit sur la composante paralléle (dite aussi composante tangentielle) ; ¢’est
dire qu'il y a une grande variété. Contentons-nous d’un exemple arbitraire (en fait une
onde sonore) pour dégager les méthodes de réflexion.

L’onde choisie comme exemple sera caractérisée par une fonction scalaire f, continue
N , . . . . . —
a la surface de séparation et d’une fonction vectorielle longitudinale g° de composante
normale continue & la surface de séparation. Les deux fonctions, pour I'une quelconque des

. . — — . — .
trois ondes sont proportionnelles sous la forme ¢ = Z f v ol u est le vecteur unitaire de
la direction de propagation. Bien stir Z a une valeur différente dans le milieu 1 et dans le
milieu 2.

La remarque de paragraphe précédent (4;) + A,q = Ayy) s’adapte aisément en :
Tt =1ty
pour la fonction scalaire f et en :

ZlL.O cos — 7 L»O cosO, = Zo L:o cos 05

pour la composante normale de la fonction vectorielle longitudinale g .

On en déduit aisément que :

Q:r:ZI cos 01 — Zy cos Oy @:t: 2 71 cos b
L‘o Z1 cos b1 + Zy cos by L‘o Z1 cos B + Zy cos b

Les coefficients de réflexion et de transmission, & milieux donnés, dépendent de I'angle
d’incidence 6, (mais pas de I'angle de réfraction 5 car celui-ci est en fait lui aussi fonction
de 'angle d’incidence par la loi de SNELL-DESCARTES ; c’est pour la symétrie du résultat
qu’on le laisse tel tel dans la formule).
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Energétiquement, pour « coller » aux situations concrétes possibles, nous supposerons
que la puissance regue par une surface d’aire S de la surface de séparation (de vecteur
normal 7') est P = f ¢ - S d’oil une puissance surfacique moyenne Ps = f ¢ - . En
reprenant les calculs comme plus haut (retour aux fonctions réelles sinusoidales et moyenne
temporelle introduisant un facteur ), en notant fio = | [l (et analogues) et avec des
cos 6 introduits par le produit scalaire, 'onde incidente apporte a la surface de séparation
une puissance surfacique Pg; = % Z ffo cos 61, 'onde réfléchie emporte en valeur absolue
(comme plus haut le signe négatif qui apparait est li¢ au sens de propagation et n’est
pas pertinent dans ce contexte) une puissance surfacique |Pg,| = % Z1 fTQO cos 07 et I'onde
transmise Pg; = % Zs f2 cosfs. Les coefficients énergétiques de réflexion et transmission
sont donc :

R_ |Psy| 2 (Z1 cos Oy — Zy cosfa)?
Psi (Z1 cosBy + Zy cos b3)?

_ Pst _ Za costh 2 _ 4 74 cos b1 Zy cos by

T — —
Psi  Z1 cosb (Z1 cos by + Zy cos )2

qui vérifient la conservation de I’énergie (R+ T = 1).

Rappelons qu’il s’agit d’'un exemple arbitraire choisi dans la variété des possibles, mais
que la méthode est aisément adaptable aux autres cas.

7.d Ondes sphériques.

Une onde est dite sphérique si les phénomeénes associés ne dépendent que du temps et
de la distance r & un point fixe O. On passe alors naturellement en coordonnées sphériques
et I’équation de propagation est alors :

Pf _ 5 n . o (0 20f
a2~ A= <az+a>

puisque f ne dépend pas de la direction donc des deux autres coordonnées sphériques.
La résolution est simplifiée si I’on connait la variante suivante pour le laplacien sphérique :

car alors on a :

&*rf) _ *f _ d(rf)

2
C = _— =
az e T ae

car une dérivation partielle par rapport & ¢ se fait en supposant r constant. Formelle-
ment, la fonction r f vérifie donc I’équation unidirectionnelle ol 7 remplace z.
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e Ondes progressives.

On peut donc avoir des solutions progressives en r f = F [w(t + %)] , somme de solu-
tions progressives sinusoidales en r f(r,t) = A cos [w(t £ L)] soit :

flrt) = 4 cos [w (ti E)}

r

ol, selon que le propagation se fait dans le sens des r croissants ou décroissants, I’onde
est dite divergente ou convergente.

A part cela, que dire? Que Pamplitude en a(r) = é est énergétiquement prévisible
en effet les puissances surfaciques font toujours un intervenir un carré d’amplitude en
a(r)? et la puissance qui traverse une sphére de rayon r et de surface S(r) = 47 r? doit
étre constante si le milieu n’absorbe pas d’énergie (ce qui est notre hypothése : pas de
dissipation) ; on conclut aisément.

Tout est donc finalement simple. Eh bien non, pas dans le cas d’ondes par couplage.
Nous avons en effet tacitement admis que la premiére fonction f était scalaire et la seconde
fonction ? sera forcément, ou presque, vectorielle, avec :

67 —_— —
E—Fagradf: 0

ce qui, dans le cas d'une onde divergente en f(r,t) = é

vecteur unitaire radial, conduit successivement a :

cos [w(t — L)] et en notant e, le

0q —(if af . aA [ (t r)} - aw ) [ (t 7‘)] _
— =—agradf=—-a—=—e =— cos |w(t—-)| e — sin |w(t—-)| e
ot & or " r2 'l cr 'l
N aA { r } - aA [ r } _
rt)=—=sin|w(——-)| e, + —cos|w(t——)| e
g (r,t) w2 ( c) T or ( c) r
Les deux termes ont méme amplitude si g—:‘z = % soit, en introduisant la longueur
d’onde, r = £ = ﬁ Ce n’est donc que si 7 est grand devant la longueur d’onde A que

'on retrouve le lien simple entre f et ¢ puisqu’alors, et alors seulement, en retrouvant
I'impédance Z = ¢ :

e Ondes stationnaires.
Si 'on cherche une solution stationnaire avec comme conditions aux limites que f
donc r f s’annule & tout instant en r = a et r = b, on pourra utiliser a plein 'analogie

unidirectionnelle pourvu de penser a décaler l'origine en posant » = a + (r — a) et en
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remplacant dans le raisonnement classique ¢ pr b — a. Le mode d’ordre p sera avec une
bonne origine de temps et & une amplitude arbitraire A prés :

£ t)—é ) r—a ) ct
(T —rsm pﬂb—a sin pﬂb—a

Par contre, la situation devient nettement plus complexe dans le cas d’ondes par cou-
plage et avec des conditions aux limites mixtes comme f s’annule en r =a et ¢ en r = b.
La premiére condition en r = a et I’équation de propagation vérifiée par r f suggére, avec
un bon choix de l'origine des temps, une solution en :

flrt) = 4 sin [f (r— a)} sin(wt)

T &

On en déduit ¢ comme plus haut :

0q — of ., aA | Jw . ., awA w . N
5 = grad f = —a 5y & = 2 sin [E (r— a)] sin(wt) e, — . ¢os [E (r— a)} sin(wt) ey
N aA | Jw — aA w N
g (r,t) = —— g sin [E (r — a)} cos(wt) ey + —, cos [E (r— a)} cos(wt) e,

N . . . .. ., . — .
Apres simplifications, la condition de nullité en tout instant de g en r = b s’exprime
successivement ainsi :

i sin [% (b—a)} :%cos [% (b—a)]
N

qui est une équation de la forme tan X = K X avec X = % (b—a) et K = ﬁ que 'on
résout d’abord graphiquement !4 puis par des moyens numériques. Si K est assez grand
devant I'unité, les solutions sont proches et légérement inférieures a (2¢ + 1) § donc les
pulsations possibles proches de wa 411 = (2¢+1) § % qui sont les solutions trouvées dans
le cadre unidirectionnel dans une situation similaire. Les pulsations ne sont plus rigoureuse-
ment les multiples impairs de la plus petite. Un instrument a vent de perce conique & anche
(qui impose une vitesse acoustique nulle), comme le hautbois, est donc théoriquement un
peu faux, mais en musique, les choses sont toujours un peu plus compliquées que prévu.

7.e Autres types d’ondes.

e Ondes sphérico-gaussiennes.

] _z
Considérons, en notation complexe, une onde sphérique scalaire en ée“’ (t-%) ou en-

core, avec k = < en éem(”_w).

14. je n’ai pas cru utile de faire une figure ; si elle vous manque, adaptez celle du probléme masse-ressort
évoqué plus haut.
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Plagons-nous dans le voisinage de ’axe Oz c’est-a-dire en des points tels que |z| et |y|
solent négligeable devant |z|. On peut alors remplacer r = /22 + y? + 22 par un dévelop-

2 2
pement limité & I'ordre 1 soit (on fait grace des calculs au lecteur) r = z + 252 (on se
place pour alléger dans le cas ou z est positif) et méme a l'ordre 0 soit 7 = z dans le terme
en %, ce qui n’est pas possible dans I’exponentielle qui est périodique et remplace z par son
reste dans la division par la longueur d’onde et remplace donc I'ordre 0 par quelque chose
qui n’est pas forcément grand devant le terme d’ordre 1. On arrive donc & une onde en :

A _ik'r2
— e 2z
z

e’ k(ct—=z)

ott 2 = 22 + ¢%.
On peut introduire, & un facteur 2 prés, la courbure v(z) = % et noter

A’y(z) e—%ikzr? v(z) eik(ct—z)

Cherchons maintenant & quelle condition une telle expression peut étre solution appro-
chée de I'équation de propagation quand 7(z) n’est plus % mais simplement une fonction
lentement variable de z.

Procédons par étapes. Pour une fonction en f(r,z,t) = a(r, z) ¢/#(t=2) solution de
I’équation de propagation, on a
1 0%f 8°f 10f 02 1 02
OZA _77f:7f+,7f+7f_77f
2 ot2  or2  ror 022 2 ot?

Un calcul de routine aboutit, aprés simplification par I’exponentielle & :
0%a 10a 0%a da 0%a 10a 0% da

1
+ 55— 2ik— —Ka+t 5k Fa= + 55— 20k —
C

O:W+;6r 022 0z _ﬁ—i_;@r 022 0z

Dans I’hypothése o a(r, z) ainsi que % varient lentement avec z en précisant ainsi les

choses : sur une variation de z de 'ordre de la longueur d’onde A = 27”, % n’a pas varié
de fagon significative, soit quelque chose comme :
da

a4z’ =\ e TR Tk a2

ce qui permet de négliger dans la derniére relation obtenue le terme en % devant celui
en k % pour aboutir a : )
0%a 1 da da
—+ - =21k —
or2 r or 0z
Maintenant quell’on y voit plus clair et seulement maintenant, explicitons la fonction
: 2
a(r,z) en Ay(z)e”2"F7 (=) On a d’une part (on passe les calculs de routine) :
0%a 1 0a

. —Likr2~(z
52 T g = AR (F2ik = K Py (z) e 2 0
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d%a 1 da 1 1.2
i 22 95k A 2 1 24 2 —sikrsy(z)
52 + 5 ik Avy(z) ( 2z/<:r 'y(z)) e 2

qu’on aurait pu aussi obtenir par g— + g— en remplacant r? par x?+ y2 On a d’autre
part (on passe les calculs de routine) :

Oda B , B .. 5, —Likr2y(z)
5= () - Jikr V()2 ) o
da . , - 1. 5 —Likr2y(z)
&—A'y(z) <1 §ZkT 7(2)) e 2

En reportant les deux résultats partiels dans g o2+ % o =21k %, aprés simplification
par A, 2ik et par exponentielle on arrive & :

(2)? (1 - ;ikr2'y(z)> —(2) (1 - ;ikr27(2)>

et la simplification miraculeuse qui apparait est due au fait que nous sommes partis

d’une solution approchée connue. On arrive donc a —2 = S—Z, soit aprés séparation des
. d NIV . ,
variables —7% = dz; on retrouve aprés intégration la solution connue y(z) = 1 mais

aussi y(z) = L

bien que je n’al pas exposé tous ces calculs sans arriére-pensée. Puisque nous sommes en
notation complexe, il y a aussi des solutions en y(z) = - Ji o = % que nous allons
interpréter, pour simplifier dans le cas ol z est assez grand devant le parametre Zp pour
avoir y(z) ~ M (par contre au numérateur on laisse les deux termes car z va se retrouver
seul dans une fonctlon périodique, cf supra). En reportant dans ’expression de 'onde, on

arrive & :

Z—iZQ 1. 2 2—12Q . _
flriz,t)=A=——¢ 2 tkr™ =5 gik(ct—2)

22
Y : _ 1 - 1
Dans 'amplitude v(z) = Tz enrevenant a la forme initiale, a pour module — + e
et pour argument —p(z) = — arctan 2 ; on I'écrira %e*w. En développant I’ exponenmelle,
on arrive donc & :
A k2 20 .
flryz,t) = —e 222 e* Cr e’[k(Ct z)—p(2)]
z

On retrouve, au déphasage ¢ prés, une onde sphérique, dans ’approximation qu21 nous
k1< zg
a servi de point de départ, modulée radialement par la fonction gaussienne e 222 de

largeur caractéristique o(z), dans sa définition standard d’une gaussienne en e 2 02 vérifiant

o(z) = \/570. Le fait que o(z) soit proportionnel & z montre que ’essentiel de 1'énergie
1

N Cette

solution est connue tantét sous le nom d’onde sphérico-gaussienne, tantét sous celui de

se trouve confinée dans un cone de demi-angle au sommet de tangente liée &
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faisceau gaussien; on en trouve souvent l’expression mais rarement les justifications '®.

C’est une bonne modélisation classique du faisceau d’un laser mais aussi une modélisation
médiocre mais acceptable du faisceau émergent d’une lentillle.

Dans ce dernier cas, en dehors d’une longueur d’une dizaine de fois zy entre environ
—52g et environ +5 2o, le facteur y(z) = - Ji -, reste pratiquement égal a %, négatif pour
z < 0 et positif pour z > 0 et p(2) négligeable, ce qui traduit donc un changement de signe
au passage d’une onde convergente en un foyer au deld duquel elle diverge. On verra dans
le chapitre D-XI sur les interférences que la célébre expérience de MESLIN met en évidence

ce phénomeéne.

Remarque : la condition |%\ < k94| va surtout se traduire par \%| < k |g—2\ soit

tout calculs faits par \/z2 + z3 > X si I'on veut que ce soit vrai méme au passage par le
« foyer », il suffit que zg soit grand devant .

e Harmoniques sphériques.

Dans un probléme de vibration d’une goutte d’eau en apesanteur ou de l'analyse des
vibrations de la surface du soleil (mission CoRoT du CNES), I'on doit résoudre I’équation
de propagation en coordonnées sphériques (avec les notations standards) en recherchant
toutes les solutions factorisées possibles.

C’est un probléme un peu lourd mathématiquement et on le retrouve en mécanique
quantique (orbitales atomiques) ou se dote d’outils performants. Contentons-nous ici de
donner les pistes d’une approche possible.

L’équation est :

1 0%f

2oz A

_O*f  20f 1 a(_

o 20f 9 of 1 0%f
o2 r Or  r2sinf 96

2 sin® 0 Op?

Cherchons f sous forme semi-factorisée soit f(r,8,p,t) = P(r)g(0, ) F(t); en repor-
tant dans ’équation de propagation puis en divisant par f = P g F on arrive a :

1 d’F 1 (d?P 2dP 1 1 0 (. 0Og 1 9%
e = oyt )t (s (SO )+
2F dt2 P \dr?2 r dr r2g \sinf 00 00 sin? 6 J¢p?

Ce qui suppose (cf supra) que

2 . . : .
021F % soit une constante, ce qui, si ’on veut des solutions non divergentes et non
évanescentes, conduit & des solutions sinusoidales de pulsation w, pour lesquelles la

2
constante est —*x

. 2 . . . .
_ é (sir11 7 % (smﬂ %) + Sinlg 7 g—@g) soit une constante notée provisoirement —K
: ; d?P | 2dP _ K p _ _w?
— la fonction P(r) est donc solution de ¢z + = G- — 5z P = - P

15. Comprenez bien siir que mon cours est irremplagable !
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Aprés le changement de variable (cf supra) en p = £F, si 'on recherche pour P(p) des
fonctions sous forme de séries entiéres en »  a, p™ (on ne refait pas les calculs, car ils sont
de méme nature que ceux effectués plus haut pour une membrane circulaire), on trouve
que ag et a1 sont nuls et qu’il y a une relation de récurrence entre termes de méme parité :

U.)2

n(n—1)—Kla, = — 3 n-2

et si 'on veut que les a,, ne soit pas tous nuls, il faut et il suffit (cf supra) que I'un des
coefficients de a,, soit nul donc qu’il existe un entier n tel que K = n(n — 1); 'usage est
de décaler d'un cran et de noter K = [(l + 1) et de noter P, le polyndéme obtenu (& une
contante multiplicative prés, cf supra).

On doit désormais résoudre :

2
! 6<sin¢98g>—|— L% I(l+1)g

sinf 06 00 sin? 0 QTDQ -

ot 'on chercher une fonction factorisée en g(6, ¢) = y(0) G(¢) o (cf membrane circu-
laire) G et forcement sinusoidal en cos(m ¢) avec m entier positif ou nul; on arrive ainsi

a:
1 d /. dy m2y
— 0— | — =l(+1
sind df (Sm d9> snzg DY
Le changement de variable X = cosf conduisant a poser y(6) = Y} ,,(cos#) d’ou I'on
tire % = Y/, (cosf) sinf (etc.) en abusant de sin?# = 1 — cos? 6 conduit & :
2 " ! m2 Y(X)

forme adaptée & une recherche de solutions polynomiales, ou en séries entiéres; c’est
en fait un peu moins simple mais aisé pour un mathématicien. Nous arrétons ici, car
des méthodes plus efficaces seront exposées en mécanique quantique (chapitre B-XIX).
Sachons 0 seulement que les solutions n’existent que pour m compris entre —I et +l.

L’idée c’est que 'on arrive & des solutions en P (£1) Y7, (cos 8) cos(m ) cos(wt) ou les
P, et les Y] ,, sont des fonctions connues appelées harmoniques sphériques et les éventuelles
conditions aux limites fixent les valeurs de w possibles.

e Cas général.

On a recherché jusqu’ici des solutions & ’équation de propagation qui aient une grande
symétrie. Une autre approche consiste & établir quelques propriétés intéressantes de la
solution la plus générale. Cette étude sera menée dans le chapitre D-VI d’optique qui en

16. ce qui avec le [ (I4+1) ressemble furieusement aux régles de quantification des orbitales hydrogénoides.
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déduira les lois & partir des équations de MAXWELL. On se contentera ici d’'un peu de
vocabulaire.

La transformation de FOURIER permet de considérer tout phénomeéne dépendant du
temps comme somme de fonctions sinusoidales. La fonction sinusoidale de pulsation w la
plus générale peut s’écrire :

F(M.t) = a(M) sinfwt — (M)

Pour une telle onde, on appellera surface d’onde les surfaces d’équation (M) = Cte,
c’est-a-dire les surfaces équiphases et ’on appellera rayons les courbes orthogonales en tout

—_—
point aux surfaces d’onde donc tangentes en tout point au vecteur grad ¢. Nous n’irons
pas plus loin dans ce chapitre.

8 Ondes unidirectionnelles dans un milieu discret.

8.a Ondes progressives dans un cristal monoatomique.

Considérons une chaine d’atomes identiques modélisés par des masses ponctuelles m,
alignés sur un axe Ox et séparés par des ressorts identiques de raideur k et de longueur a
vide a qui modélisent classiquement les forces de liaison au voisinage de 1’équilibre. Chaque
atome, indicé par n, donc d’abscisse au repos x = na, se déplace parallelement & Oz de
&n(t). Tout ceci est résumé par la figure 11 p. 52.

repos

-1
”,—/\/\/\/xr/\/\/\/\_.

Epe n g
mouvement

FIGURE 11 — Chaine de ressorts.

Un bilan de forces sur la masse d’indice n et ’étude des allongements des deux ressorts
qui ’encadrent conduit aisément a :

m &
o2

k [(571—&-1 - gn) - (gn - fn—l)]

La recherche de solutions sinusoidales en &, (t) = a, exp(iwt) (en notation complexe
et avec donc a,, complexe) et en posant classiquement k = mw% conduit & :
—w®a, = u)(2) [(ant1 — an) — (an — an—1)]
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Ce type de récurrence conduit a des solutions en série géométrique et, puisque l'on
se doute de l’existence d’onde, de raison complexe. On cherche donc a, sous la forme
an = ap [exp(—i@)]" = ag exp(—in ). En reportant dans la relation précédente et apres
division par a, = ag exp(—in ) et changement de signe général, on arrive a :

w® = wj [2 — exp(—i @) — exp(i )] = 2w (1 — cos )

Premiére constatation, puisque cos est compris entre -1 et 1, ce type de solution
n’existe que si w < 2wy, cette limite prenant le nom de pulsation de coupure. Au dela on
trouverait des solutions en a,, = agr”™ avec r réel ou r a deux valeurs possibles 'une de
valeur absolue plus grande que 'unité, acceptable dans un milieu semi-infini cété négatif
et 'une de valeur absolue plus petite que I'unité, acceptable dans un milieu semi-infini c6té
positif, correspondant toutes deux & des phénomeénes amortis.

En revenant au cas w < 2wyg, pour une valeur de w, on a une valeur de cos ¢, donc
deux déphasages possibles opposés, correspondant aux deux sens de propagation.

En ne reportant pas ’expression de ¢ en fonction de w, I’'on a donc des solutions en :
&n(t) = ap expi(wt —nyp)

ce qui est formellement identique & f(z,t) = ag expi(wt — kx) ot n joue le role de x
(parameétre de position) et ¢ celui de k. On peut accentuer la ressemblance en introduisant
la position au repos de I'atome de rang n soit z = na; alors n¢ devient 7o = kx en
posant & = £. On peut donc dans ces conditions écrire aussi :

&(x,t) = ag expi(wt — kx)

a condition de ne pas perdre de vue que x ne peut prendre que les valeurs discrétes n a.

Une conséquence de cette présentation est celle-ci : remplacer ¢ par ¢ + 2p7 (avec p
entier) ne change pas la solution donc remplacer k par k + 21%” non plus; on doit donc
considérer que les k tels que |k| < T suffisent pour décrire toutes les ondes possibles et
tels que 0 < k < 7 toutes les ondes directes possibles. Cet intervalle restreint de valeurs

significative de k s’appelle zone de BRILLOUIN.

8.b Passage au continu.

Si, a t donné, &, varie lentement avec x sur une longueur caractéristique L., les points
sur un graphe sont si serrés qu’on a l'illusion d’une courbe continue : on « voit » une
fonction &(z,t) telle que £(na,t) = &,(t) (voir figure 12 p. 54 ou l'on suppose vérifiée la
condition a < L.). C’est "approximation des milieux continus. Désormais, on cesse d’écrire
le tilde.

L’équation précédente devient :
&*En

m
ot?

— k(e +a,t) + £(x — a,t) — 2 a,1)

53



FIGURE 12 — Chaine de ressorts.

Un développement de TAYLOR & 'ordre 2 conduit alors & :

82§n 2 82571
e =ka 0z2

On retrouve 'équation de d’ALEMBERT :
q

0%¢ 1 0% k a?
— =—=— avec c=1{/— =aw
ox? 2 Ot? m 0
La condition de validité est, en prenant la longueur d’onde comme longueur caractéris-
tique :
wo

2
a<<)\:c—7rz27ra
w w

se rameéne, en faisant fi du facteur m & ce que la pulsation w soit petite devant la
pulsation de coupure 2 wy.

Aux basses fréquences, ’aspect discret disparait au profit d’une approche continue qui
nous raméne dans le cadre traditionnel de ’équation de propagation.

Nous allons toutefois explorer ci-dessous quelques aspects particuliers des ondes dans
les milieux discrets.

8.c Etude énergétique.

Les termes énergétiques sont quadratiques et exigent un retour aux notations réelles.
Soit donc une onde progressive en :

&n(t) = ag cos(wt —np)

ot w et ¢ sont liés (cf supra) par w? = 2w? (1 — cos ).

Pour w donné, 'on peut toujours trouver un entier N tel que % soit un entier avec
un écart aussi petit que 'on veut 7.

17. Pour ceux qui n’ont pas rompu tous les ponts avec les mathématiques, voir la théorie des fractions
continuées.

o4



Pour une suite de N atomes de n =0 an = N — 1, I’énergie cinétique totale est alors :

N-14 de,? 1 N-1 1 N-1
E.= nzz;) imditn =5m ad w* ;sinQ(wt—ngp) =qm ag w? nzz;)[l—cos@wt—ano)]

Ou la somme des sin(2wt — 2n @) est nulle, c’est comme d’habitude, lié¢ au fait que la
somme de racines complexes N-iémes de I'unité est nulle; d’ou :

1
Eczsza%wQ

L’énergie potentielle du ressort entre les atomes de rang n et n + 1 est :

€pn = %k: [Ens1(t) — En()]? = %k‘ ad [cos(wt —np — @) —cos(wt —np)2 =

1
oo =2k a3 sin® (g) sin? [wt— (n+ 2)(,0} =k af sin® (%) [1—cos(Qwt—(2n+1)¢p)]

qui donne par sommation sur N ressorts consécutifs entre les atomes de rang n = 0 et
n = N et avec un décalage prés la méme somme de cosinus nulle pour la méme raison :

Ep = Nk a? sin? (g)

Il ne faut pas oublier de remarquer que

k %)

2 2 .2

w® =2wj (1 —cosp) =4 — sin (—)

o #) m 2

entraine que E. = F,; c’est suffisamment classique pour que l'on fasse cet effort de

mémoire.

Il serait intéressant de poursuivre sur la notion de phonon, malheureusement elle repose
sur une quantification de I’énergie donc ressortit de la mécanique quantique. Toute tentative
hors de ce cadre serait malhonnétement artificielle.

8.d Ondes progressives dans un cristal biatomique.

Reprenons le probléme de la chaine d’atomes mais en supposant cette fois que les
atomes de rang impair ont une masse mj et les atomes de rang pair une masse mso avec

mo > myq ; on modélise ainsi un cristal biatomique unidirectionnel. En posant w% = mil

k
mo
pas la démonstration identique & la précédente) :

et wi = (on a donc w? > w3) les équations du mouvement sont alors (on ne reprend

2 . . .

8852" =w? (o1 + &1 — 2&) si n impair
2 . .

8852” = w3 (&1 +En1 — 26) si n pair

95



Si 'on cherche des solutions en a exp(wt — n ) pour n impair et en b exp(wt — n )
pour n pair, ces équations conduisent & :
0= (w?—2wi)a+2w?bcosp si n impair
0=2w3lacosp+ (w?—2w3)b  sin pair

Si on lit ce systéme comme deux équations linéaires homogénes (« sans second membre »)
& deux inconnues; il y a la solution évidente a = b = 0 sans intérét ; on en veut d’autres,
le systéme ne doit pas avoir une solution unique et son déterminant est donc nul. On en
déduit la relation entre w et ¢, plus complexe, évidemment, que dans le cas monoatomique :

(W? = 2w?) (W? —2w3) — 4wl w3 cos® p =0
wh—2(W 4+ wd) W + 4wl sin? o =0
de discriminant réduit A = (w? + w3)? — 4w} w3 sin? ¢ et dont les racines en w
wizw%—i—w%—kﬂeth :w%—l—w%—\/g

2 sont

Pour I'une ou I'autre de ces solutions, il y a une infinité de solutions mais pour lesquelles
le rapport g est constant et lié & w par I'une ou 'autre de ces expressions équivalentes dés
que le déterminant est nul :

b 2w —w?

) - 2_ 2
a 2wicosp 2wy —w

2w3 cos ¢

2 ¢, déphasage entre deux atomes de méme parité successifs est défini, sans change-
ment, & 2p7 prés, on peut donc se limiter (cf supra) a |p| < § et 0 < ¢ < T pour les
ondes directes. Pour ¢ Varlant de 0 a g, le discriminant réduit A varie de (wl + w3)? a
(w? — w3)?, la solution w? de 2 (wf + w3) & 2w} et la solution w? de 0 & 2w3.

Deux types d’ondes peuvent donc se propager, des ondes a basse pulsation, il s’agit de
la bande acoustique et des ondes & haute pulsation, il s’agit de la bande optique ; ces noms
provenant de la fagon possible d’exciter ces ondes. Entre les deux, puisque w? > w3 (cf
supra), il existe une bande de pulsations interdites et le sommet de la bande optique est la
encore une pulsation de coupure.

2

Les comportements limites pour le rapport g sont & p = 0, Q = —Z—% = _m pour Wy
et =1 pour w_ et & ¢ = § (il faut choisir la bonne expression parmi les deux) 2=0

soit b= 0 pour wy et 2 =00 SOlt a =0 pour w_

Le tracé des courbes donnant les valeurs de w et w_ et les valeurs associées du rapport

g en fonction de ¢ s’obtient aisément avec des logiciels adaptés mais ce qui m’importe ici,

c’est la méthode et non le résultat.

8.e Ligne a retard.

Considérons la « ligne » a retard formée d’une succession de « cellules » identiques
a celle de la figure 13 p. 57 ot L est l'inductance d’une bobine et C' la capacité d’'un
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condensateur ; la tension et I'intensité a 'entrée de la cellule de rang n sont notées U,,—1(t)
et I,_1(t) et a sa sortie Uy, (t) et I (t).

In—l L \ In

Un—l c_—— Un

FI1GURE 13 — Ligne & retard.

Ecrivons la relation entre différence de potentiel et intensité puis la loi des nceuds a
Iextrémité du condensateur ; nous arrivons au systéme :

Un—1(t) — Up(t) = L Yo
Lima(t) = In(t) = G = C 95

qui est la forme discréte pour des relations de couplage entre deux grandeurs.

On découple les équations en dérivant la seconde par rapport au temps, en la multipliant
par L et en exploitant la premiére, soit :

Py dlydly

LC - [Unfl(t) - Un(t)] - [Un(t) - Un+1(t)]

dt2 dt dt

ott Pon retrouve le méme type d’équation que pour la chaine de ressorts avec wy = —A—

VLC®

A partir de 1a, on peut évidemment refaire le méme type de calculs, passage au continu

compris, avec les mémes conclusions. La seule chose intéressante qui reste a faire est dé-

montrer que, méme dans le cas discret, la notion d’impédance reste pertinente. Soit donc
une solution progressive en :

{Un(t) =Upexpi(wt—nyp)
I,(t) =Ip expi(wt —nyp)

ot on retrouvera w? = 2wd (1 — cos ¢) soit ici LCw? =2 (1 — cos ).

En reportant ces expressions dans 'une ou l'autre des deux équations de couplage,
disons la seconde, on trouve par exemple et aprés simplification par ’exponentielle :

iCwUy = Iy [exp(ip) — 1]

Up i[l —exp(ip)]

= — =
IO Cuw
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L’autre relation aurait conduit & :
—iLw
L=——
[exp(—ip) — 1]
Les deux expressions, bien que formellement différentes sont bien str identiques gréce
a la relation entre w et ¢.

La remarque importante est ici que I'impédance est complexe donc indique un dé-
phasage entre les fonctions couplées et fonction de la pulsation, ce qui rendra impossible
la réalisation d’un dispositif anti-reflet (cf paragraphe 6.d p. 33) valable pour toutes les
pulsations.
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